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Abstract

In our previous papers we proposed a new reformulation for the stationary perturbation method in quantum

mechanics， where the Schr6dinger equation is translated into the Riccati equation through the transformation

of logarithmic derivative type． lt was shown that our method remarkably reduces cumbersome and lengthy

calculations for wave functions and energy eigenvalues． ln the present paper， we apply our method to the 2-

dimensional rotator with a periodic potential， whose Schr6dinger equation is called the Mathieu equation． lt

has been known that each of the excited states is doubly degenerate with respect to energy eigenvalue， and

perturbation effect of higher orders yields the removal of degeneracy． By computing wave functions and

eigenvalues to the 6-th order， or for some cases to the 8-th order， we show that degeneracy of the n-th excited

states can be removed at the 2n-th order in perturbations． Our method leads not only to its simplicity and

economy of calculations but also to the unified treatment of perturbations irrespective of degeneracy of states．

§1 はじめに

1．1 方法の概要および変数変換の物理学的意味

 前論文［1］、［2］（以下それぞれ論文1、論文

Hと呼ぶ）において我々は、量子力学の時間に依存

しない摂動法、すなわち変数変換に基づく定常摂動

論の新しい定式化を提案した。その方法の要点は、

伝統的なレーリー・シュレーディンガー法（Rayleigh-

Schr6dinger method）［3］のように直接定常状態

のシュレーディンガー方程式について摂動展開する

方法はとらず、波動関数レ（X）の変換して得られた

量T（X）について摂動論を行う点にある。すなわち、

“対数微分変換（logarithn〕ric derivative transformation）”

と呼ぶ変換

y（x） 一〉 T（x）＝ Ili： en g‘t（x） （1．1）

によりシュツルム・リュヴィル（Strum-Liouville）

型の2階線形常微分方程式であるシュレーディンガ

ー（Schr6dinger）方程式をT（κ）についての1階の

非線形微分方程式であるリッカチ（Riccati）方程

式とする。このT（X）について摂動展開を行う。v（X）

の摂動級数は、（1．1）の摂動展開によりT（x）のそ

れとむすばれる。したがって、シュレーディンガー

方程式の摂動論はリッカチ方程式の摂動論となる。

リッカチ方程式は、非線形方程式であるが摂動の各

次数では、第0次を除けば線形方程式であり、方程

式が1階であるため求積が容易である。第0次は非

線形方程式であるが、その解To（X）は波動関数の第

0次の解Vo（x）を知っているという前提により、

（1．1）の摂動展開の第0次で与えられる。したがっ

て、リッカチ方程式の摂動展開から導かれる1階線

形の非斉次常微分方程式群を低次から順に高次へと

逐次に解き、それらの解を（1．1）に代入すること
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により波動関数の摂動解が順次求まることとなる。

 さてここで、変数変換（1．1）の持つ物理学的意

味について考察を与えよう。変換（1．1）を

一ノ充備弊。（）c）＝一ih・T（x）1・・。（x） （1・2）

と書くと、この式の左辺は）c一表示での運動量演

算子P＝（h／i）d／dxをハミルトニアンの固有関

数翰（X）に作用させたものであることがわかる。波

動関数のサブスクリプトは、ハミルトニアンの固有

値を強調するためにあえて記した。したがって右辺
の一ih T（X）は位置座標に依存する運動量を意味す

る。この位置座標依存性は、交換関係

 ［A， p］ ＝ih v'（x）＃o （i．3）

により、ハミルトニアンの固有関数膨E（X）が運動

量の同時固有関数でないことに因る。ポテンシャ

ルV（x）中における1粒子のリッカチ方程式は

T2（x）＋zil．？T（x）＝一一ilitL（E-V（x）） （1．4）

で与えられ、これを形式的に解けば、

一ihT（x）＝±V2m（E-V（x））＋ihf．（一ihT（x）） （1・5）

で与えられる。古典力学における運動量p（）c）は位

置に依存し

 p（x）＝±V2m（E-V（x）） （1．6）

として与えられる。h→0の極限で（1．5）は（1．6）

に一致する。従って（1．5）の根号内の第2項が運

動量の量子論的補正を表すと考えられる。特に、

E-V（x）＝0となる点、すなわち転回点において、

（1．5）の右辺が

±h Vzi4．TT（x） （i．7）

となることはWKBJ法［3］と異なる点であり注目

に値する。この点の詳細な議論については、別の機

会にあらためて取り扱うこととする。

1．2 これまでの到達点と本論文の目的

 論文1では、1次元調和振動子に摂動としてx4

項を持つ系について、我々の摂動展開法を適用した。

基底状態と第1励起状態についてエネルギー準位お

よびT（x）を4次まで求めた。論文Hでは、我々の方

法を1次元散乱問題一特に、粒子の全エネルギーが
ポテンシャル障壁に比し圧倒的に大きい（E＞＞V（JC））

場合一に適用し、第！ボルン（Born）近似の結果

［3］を再現した。入射エネルギーをあらかじめ固

定した上で波動関数を摂動的に求める点において、

論文1の摂動論と著しく異なる点であるが、このよ

うな場合にも「対数微分変換法」が有効である事が

示される。論文Hが明らかにしたことは、1次元散

乱問題を縮退系の摂動論として扱うことを可能とし

た点である。ポテンシャル障壁に向かう入射粒子の

波数は（＋k）であり、反射波のそれは（一k）で

あるが、エネルギー固有値はE＝h2k2／2mで同じ

である。すなわち、論文Hが示した重要な点は、縮

退系の摂動論に我々の方法が適用可能ということで

ある。

 本論文の目的は、「我々の方法が状態の縮退、非

縮退によらず統一的に摂動論を扱うことを可能とす

る」、このことを良く知られた具体例によって示す

ことにある。そのような量子系の典型として、2次

元平面回転子に周期的摂動が加わった系一マチュー

（Mathieu）方程式［4］で表される系一の摂動論

を次章以降で扱う。

§2 2次元平面回転子の摂動論一縮退系の例

  として

2．1 2次元平面回転子の量子論

 2次元平面回転子は次のシュレーディンガー方程

式で表される。

' ll￥？一 'ddi2 y（q）＝Ey（q） （2．i）

ここで、1は慣性能率、ψ（0≦ψ≦2π）は回転子

のつくる角度を表し、波動関数は周期的境界条件

弓グ（ψ＋2π）＝9‘，t（ψ） （2．2）

を満たす。今、この系にψ＝0方向の静電場Eと回

転子のもつ双極子モーメントμとの相互作用、即

ち周期的摂動として

 H'＝ 一一pt E cos¢ （2．3）

が加わったとする。このときシュレーディンガー方

程式は

⊂一粉鉱μE…ゆ（9P）一卿）（2・4）

となるが、エネルギーおよび結合定数に対応する次

元の無いパラメーター

 ！i21E／h2，Gi2！pE／h2 （2．5）

を用い“無次元化されたシュレーディンガー方程式”

（th2，＋Z＋Gcosq）y（q）＝O （2．6）

を得る。この方程式はマチュー（Mathieu）方程式

と呼ばれ、その解はマチュー解［4］として知られ

ている。通常の摂動論では、周期的境界条件（2．2）

の下で方程式（2．6）を波動関数曜（ψ）および固有

値λについて結合定数Gについての次の罧展開を
行う。
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v（q）＝y，（q）＋Gy，（q）＋G2q，（q）＋G3y，（q） ．．．，

                    （2．7）
1 ＝Z， ＋GZ， ＋G2 Z， ＋G3Z， ＋．”．

方程式（2．6）の無摂動解は、基底状態（h＝0）

を除くすべての状態に対し固有値Zoについて2重

に縮退している。具体的に摂動の最低次の解、すな

わち無摂動解は、

！，＝ n2 （n ＝ O， 1， 2， 3，．” ） ，

に対し、

vo（q）＝Gh （n＝o），

v・ （q）＝⊥

（2．8）

                    （2．9）
                 ）…）

     窃sm nq

で与えられる。

 摂動項G cosqは偶関数であるため、方程式
はψ→一ψの下に不変である。そのため、y（ψ）が

解であるなら、豚（一ψ）も解である。これよりその

線形結合である偶関数y．（，lz））＝豚（ψ）＋y（一ψ）及

び、奇関数膨．（‘lz））二姥（ψ）一膨（一ρ）も解となる。

したがって、方程式（2．6）の摂動解は

        V．（ψ）＝a。＋Σ a．C・・nq （even junction），

      n＝1           （2．10）

      の 嵯（ψ）＝ Σ bn・in・nq （bde／jUncti・n）

      n＝1

と書かれる。た次の摂動解を求めることは、フーリエ

係数｛4。｝，｛bn｝をGのk次までを決定することである。

 以下では、レーリー・シュレーディンガーの方法

を行わずに前論文1、Hで展開した「対数微分変換

法」を用いて摂動解を求める。ここで重要な点はこ

の方法が縮退のある場合にも無い場合と同様に適用

可能な点である。上でみたように、励起状態（n≧

1）のエネルギー準位に属する状態は2重に縮退し

ているが、この縮退が摂動の第2n次で消滅するこ

とがすでに知られているが、このことを我々の手法

で具体的に確認することができる。次章では、n＝

0については摂動の8次まで、n＝1については摂

動の6次まででエネルギー固有値、固有関数を求め

る。また、励起状態（n＝2，3，4）については

附録で結果のみを列挙する。n＝2，3については

6次まで、n＝4については、縮退の消滅を見るた

めに8次までの摂動計算を行った。

2．2 対数微分変換法に基づく摂動論

 方程式（2．6）を変数変換（1．1）により、T（q）につ

いての1階非線形微分方程式であるリッカチ方程式

thT（q）＋T（q）2＋Z＋Gcosq＝O （2．11）

に変換し、次の摂動展開を行う、

T（q）＝ T，（¢）＋ G T，（q）＋ G2T，（q）＋ G3T，（q）＋．．．． （2．12）

摂動展開に移る前に、波動関数の性質について述べ

ておく。波動関数の周期性（2．2）により摂動の各

次数で次式がなりたつ。

 y，（¢ ＋ 2z）＝ vk（q） ，

                    （2．13）
 T， （q ＋ 2z）＝ T，（q） ．

弊（，9）が偶関数または奇関数であるならば、方程

式（1．1）は

     l d
       ÷' y（q） T（q）一
    望（ψ）dq  ，

 あるいは、

T（gp）g6t（〈p）＝÷' g‘t（gp）

     dq'v一，

と書かれることから

 T（一q）＝一T（q） （oda function）

であることが分かる。

は、ψ→一ψで不変となる。

〈リッカチ方程式の摂動展開〉

（2．14）

（2．15）

リッカチ方程式（2．11）

 リッカチ方程式において摂動展開を行い、結合定

数Gの等罧の項を拾うと、

  dO（GO）：“T，（q）＋T，（q）2＋，Z，＝O，

  dq

O（G］）：一；一T，（g）＋2T，（q）T，（¢）＋cosq＋ai＝O，

  dq

o（G2）：4T，（q）＋2T，（q）T，（q）＋T，（q）2＋Z，＝O，

  dq

   げαG3）： T（・・）＋2T・（・）T・（・）＋2T，（・）T・（ψ）＋Z・＝0・

となり、一般のk（≧1）に対して、

 O（G2k）：一T2k（ψ）＋2To（ψ）T2k（ψ）＋271（ψ）T2k-1（ψ）＋＿

   dq
        ＋2Tk．、（OP）T，．1（q）＋T，（q）2＋・1．、k・O，

o（G2k”）：一1｛一T，，．，（q）＋2Te（q）T2k．i（q）＋2Ti（ip）T2k（q）＋…

  dq
         ＋ 2T，（¢）Tk．，（q）＋ Z 2k-n ＝ O，

で与えられる。

〈波動関数の摂動解〉

（2．16a）

（2．16b）

（2．16c）

（2．16d）

（2．16e）

（2．16f）

 方程式（2．13）の摂動展開により、第k次の波動

関数殊（，¢））の従う線形微分方程式は

 o（Gり：か（・）一 T・ （q）Vk（q）一 T， （q）Vk一・（q）一T・（q）lifk-2（q）   （2．17）

             一 ，，， 一 T，（q） let，（q）＝ O

であり、これに（2．ユ6）で求めたTl（ψ）や既知
のレz．1（，gz））（1＝0，1，2，＿，k）を代入し、殊（ψ）をえる

ことが出来る。
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〈波動関数の規格化〉

 波動関数監（｛z））の規格化を次式で行う。

         だ
（t・'、（q）， V。（q））＝∫dq Vk（ψル。（q）＝δ，，。（2・18）

         0

§3 摂動解を求める

3．1基底状態（n＝0）への適用

 基底状態（n＝0）に対し、前節の手順に従い波

動関数及び固有値の摂動論を実行する。

n＝0の無摂動解（第0次の解）

      1
                    （3．1）ur，（q）＝ th ， n，＝o

を、（2．17）へ代入し、

T， （q） ＝ O

を得る。方程式（2．16b）は、

ゐ雪（q）＋…q＋Zi＝・

（3．2）

（3．3）

となり、これを積分することにより

 T，（q）＝c、＿λ、ψ＿sinψ （Clは積分定数）

を得る。関数T，（，p）の周期境界条件（2．13）及び奇

関数性（2．15）より

 Z，＝C， ＝O （3．4）
となり，

 T，（q）＝ 一sin q （3．5）
を得る。ここまでに得られた結果輪，To，Tiを（2．17）

に代入すると、

か（q）＋・in嘘＝・ （3・6）

となり、これを積分して

Yi（，P）＝右（ら＋…，P）

を得る。規格化条件（2．18）を考慮すれば積分定数62

は決まり、

vi （q）＝7i7 cosq （3．7）

を得る。以下同様の手順を繰り返すことにより固有

値及び波動関数が逐次得られる。摂動の2次から8

次までの結果を以下に列挙する。なお、結果は数式

処理ソフト上であるが複数の方法で検算済みである。

T，（q）＝i／4sin2q ，Z2＝一i／2 ， vr2（op）＝｛｝Tili］；cos2q， （3．8）

 T，（q）＝ 1／12 （sin 3q-sin op） ， Z，＝O，

v3（q）＝EEgtll｛tis2 （一63cosq＋cos3q）， （3．g）

 T，（op）＝ 1／384 （一 64 sin 2q ＋11 sin 4q） ，2，＝ 7／32，

ur4（q）＝ssi／：17；62 （一320cos2ep＋cos4ip）， （3．lo）

 T，（q）＝ 1／1920（一400sin q＋165 sin 3q-19sin sq），Z，＝O，

・5（・）一46。撫（928・・c…一・97・c・・3・・c・・5・）・（3．1ユ）

 T， （q）＝ 1／138240 （23445 sin 2q 一 5472 sin 40p＋473 sin 6q），

 Z， ＝ 一 29／144，

       （1083825cos2q-2304 cos40p＋cos6q）， （3．12） v6 （q） ＝

   33177600fi

 T，（q）＝ 1／193536（44583sinψ一19845 si・3q＋3311si・5q

               一 229 sin 7q ），

 Z7＝ O，

 v， （q） ＝
        （一757274175cosq＋6544881cos3q   3251404sooG
            一 4655cossq ＋ cos7ip）， （3・13）

 T，（q，）＝ 1／247726080（一50781696sin 2q＋13401920sin 4q一

        一1758720sin 6¢＋101369 sin 80p），

 Zs＝ 68687／294912，

 us （q） ＝
         （一15810971904 cos20p   416179814400G
                    （3．14）
      ＋27681472 cos4ip 一 8448cos 6¢ ＋ cos8¢ ），

 基底状態、（n＝0）の場合のエネルギー固有値は、G

の8次のオーダーまでで以下のようになる。

…G2
i一；〕・G4〔732〕・びC諾〕・び鵬途〕・・…（3・15）

固有値への寄与として、奇数次はゼロと予想される。

また、正負の符号は交互に現れるようである。証明

は別の機会に行いたい。

3．2 第1励起状態（n＝1）への適用

 第1励起状態（n＝1）に対し、§3．1で行った手順

に従い波動関数及び固有値を摂動の6次まで求め

る。第1励起状態の無摂動解（第0次の解）は、
（2．8）および（2．9）より

IUo（9・））＝岩｛器漁船・（3．16）

 n． ＝1
  0

であり、ハミルトニアンの固有値Ao＝1に属する固

有状態は2重に縮退している。これを（A）偶関数、

（B）奇関数のそれぞれの場合について摂動展開を

実行する。

（A）偶関数の場合

 n＝1の無摂動解（第0次の解）

yo （q）＝tcosq ， （3．17）

を式（2．17）へ代入し、

 T，（q）＝ 一tan q （3．18）
を得る。これを（2．16b）に代入すると、

i％T，（q）一2tanqT，（q）＋cosq＋Z，＝ O （3．lg）

となる。これは1階の非斉次常微分方程式であり、
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容易に積分可能である。これにより

 T，（q）＝sec2q（c，一tZ，q-isin q-tZ，sin 2ip一＋， sin 3q，）

ここでClは積分定数である。取ψ）の奇関数性（2．15）

及び周期境界条件（2．13）より

 c，＝Z，＝O （320）
となり、

T，（q）＝sec2 q（一isin q一＋， sin 3q） （3．21）

を得る。ここまでに得られた結果Vfo，To，T，を（2．17）

に代入すると、

か㈲・伽醐一響∈号蜘一古血・・）一・・（3・22）

これを解いて、

Yi（gz））＝6羨（cr…ψ一3＋…2ψ）・（c「は積分定数）

を得る。規格化条件（2．18）により積分定数は定まり、

V・，（，op）一6お（一3＋…2q）・ （3・23）

を得る。以下同様の手順を繰り返すことにより固有

値及び波動関数が逐次得られる。摂動の2次から6

次までの結果を数式処理ソフトに基づき求めたもの

を以下に列挙する。

ろ（・）・一繋（254sinq-3sin3ep-sinsq）…÷

      v2（q）＝｛i 7ff cos 2q ・                    （3．24）

     る T・（・）＝一器（38…in・一1299・・・…17・・・・・…n7・）・

 Z3＝0，

・3（・）・'800＋2' 蛛{3cos4ψ・   （3．25）

      ヨ T・（の＝一画（31・433・…一・45637・・…

       一905sin 5ψ一202 sin 7ψ一7sin 9ψ），

 λ4＝一763／3456，

…（・）一13821。一、／、ir（293…3・・c・s・・）・  （3．26）

       Ts（・）「3識誓92。（8861524・in・・一・q・・642・…

    ＋2454713s血5ψ一9762sin 7ψ＋450s㎞9ψ＋11sin l 1ψ），

 2s＝0，
     1 膨，（q）ニ       （一17173800-736435cos2ψ
                    （3．27）   87091200G
         ＋7014cos4ψ＋9cos6ψ），

      フT・（・・）・一267鎌64。。（149・2879676・・…一・4919562・1・in・3・

    ＋8071366111si皿5ψ＋9311442 sin 7ψ＋1170278sin 9ψ

                    
    一42373sin llq-797si”13q）・Z・＝4976640・

・・（・）・Tt、6911、。。，、／｝iJ（一1952・42…3・…32…5…c・・7・）・（3・28）

（B）奇関数の場合

  （A）の偶関数の場合と全く同様の手順に従い摂

動解を求める。

n＝1の無摂動解（第0次の解）のうち奇関数のも

のは

v， （q）＝ 〈h sin q， （3．2g）

で与えられ式、これを（2．17）へ代入し、

 T，）（q）＝cot¢，  」し。＝1                （3・30）

を得る。これを方程式群（2．16）に代入し、T，（ψ）

を順次求める。（3．29）やこれらの結果を方程式

（2．17）に代入して、槻（ψ）が求まる。以下に結果

を列挙する。

 T，（q）＝一il，T cosec20p（3sin ap-sin 3q）， Z，＝O

                    （3．36）

 n＝1の固有値スペクトルについて、上の結果を

まとめると次のようになる。

z（even）＝i＋G2
ilt）＋G‘（一Eltllili6s36）＋G6（ig／9Zg21；926462g）＋．．．，

z（．．lat）＝1＋G2
i一iltt）＋G4（Eiitiligs6）＋G6（一zst3ggi6g：40）＋・・一・ （3．37）

これより、n＝1の場合には、ハミルトニアンの固

有値の縮退はG2のオーダーでほどかれることがわ

かる。

・i（・）一瀞・        （3．31）

T，（          2早j．一！9t gS9［一SeACAq （3sinq-sin      288）…＝壱

・2（・）・器・     （3．32）

     T・ （・）・ ！Eo 戟FiVes3ecoq（1・・…一・・・・・・・・…）・・・…

・・（・）・一25sJ芳㎞4ψ・    （3・33）

T，・（・）＝一隅（85血・・一53血・…血・の・…毒・

・4＠）一13821。石（一・7蜘・…）・  （3・34）

    ユT・・（・）・lll笥誓。（一735・・・…6・in・・一112・・・…11・・…）・

λs＝0，

    ユu，＠）＝870g1200．冴（10115s血2q-924 si血4q＋9sin 6q）・   （3．35）

     ユT・（・ト、器1箋。。（一7884・・・…53172…4・

          一10228sin 6ψ＋797s血8ρ），

   289
λ ＝一

               り  4976640

…（・）・2786911、。。石（314・2・…一・・・・・・・・…㎞・・）・

§4 まとめと展望

 これまでの結果についてまとめと今後の展望をの

べたい。

（1）摂動の6次までの縮退固有値に対する公式は既

に知られており［4］、以下のように与えられる。

Z，＝n2（forn20），Z2＝；2s77i“：Ts（4． 1）（forn22），

・・一
A2（ 20 n2 ＋7Sn2 一1 ）3 （4 n2 一9）（加≧・）・ （4・1）

・1…16（144n‘＋232n2＋29Sn2-1）5（4 n 2-9Xn 2-1）（か凶

一33一
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通常と異なる方法で我々は公式（4．1）を確認した

ことになる。我々の求めた波動関数は通常マチュー

関数として知られるものとは異なったものである。

それは規格化の条件の違いから起こる。規格化条件
（2．17）を

（y（q）， v（q）） 一i （4．2）

とすれば、我々の求めたT，（，lz））を何ら変更すること

無くマチュー関数に到達する。

（2）§3及び付録（Appendix I、 H、 III）では第

n番目の励起状態の2重縮退が、摂動の2n次目で

とけることが、n＝1，2，3，4についてわかっ

た。ただし、n＝4の場合については、摂動の8次

まで計算して始めて縮退が解けていることがわか

る。実際求めた結果は、

／ s（even）＝ 56675690063
            '354949423356616704000

   52492329667

性分野（量子ホール効果や半導体デバイスなど）や

量子化学分野（反応速度論など）への応用が可能と

思われる。また将来、高校生、大学生を対象とする

量子力学のテキストの中で我々の方法が標準化され

る日が間違いなく来ることを確信する。この方法論

のもつ潜在能力は著者が想像する以上かもしれない。

 この論文は、摂動の高次計算において数式処理プ

ログラムソフト、マセマティカ第3版（Wolfram

Research社）に基づいて行われた。本稿作成に際

し本学教員である畔津忠博先生には、数式処理プロ

グラムを始めとするコンピュータに関する情報なら

びにご教示を頂き、また熱心に耳を傾け議論に参加

して頂いたことに深く感謝する。

Z 8（Ond）＝ 一

354949423356616704000

であり、確かに異なる値をもつことがわかる。任意

のnに対して成り立つ一般公式の導出については、

すでに著者によって「部分的に」なされているとこ

ろである。「部分的に」とは、縮退している間（第

2n次まで）の公式は求まっても、縮退がとけた後

の次数、すなわち、（2n＋1）三目以降について

の一般公式を得るには至っていない、という意味で

ある。今後の重要な課題の一つである。

（3）我々の開発した方法が、ユ次元系でしかも1粒

子系にのみに適用されるのでは、と読者の中には危

惧される方がいるかもしれない。本論分も2次元平

面回転子とはいえ、本質的に1次元系であるのだか

ら、と。多次元系、多粒子系にも適用可能なパワー

フルな道具立てであることを、今後の論文において

示したい。また、リッカチ方程式の取扱を摂動論に

おいてのみならず、厳密解を探索する上にも有用で

あることを示したい。

（4）この論文が行った同じ結果を再現するために

「通常の縮退のある状態の摂動論」に従えば、どれ

だけの労力と時間を要するであろうか。途方も無い

積分回数と大きなサイズの永年方程式を解かねばな

らないこと、加えてアルゴリズムの非単純性に遭遇

しなければならない。一方我々の方法では、積分回

数も少なく、量子系に依らず同一の単純なアルゴリ

ズムで波動関数と固有値が計算できる。我々が実際

行ったように、このような計算は数式処理ソフトを

搭載したコンピュータにより対話型で可能であり、

またプログラム化によりいっそうの高速化が実現可

能となろう。

（4）様々な分野、例えば低次元量子系と関連する物

文  献
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量子力学における定常摂動論の再定式化田 縮退を持つ系の摂動論：2次元平面回転子を例として

          Appendix I 第2励起状態（n＝2）の摂動解

  §2の方法に基づき第2励起状態（n＝2）の摂動計算の結果を以'下にしめす。

（A）偶関数の解

                756000 Vi '
         1
              （S ec［2 g］5 （＃一 9539981 Sin ［2 g］ ＋T4 （g） ＝

      2903040000
       7257728 Sin［4 g］ 一一 2198833 Sin［6 g］ 一 326144 Sin（8 gl ＋

        1395Sin［10g］＋1152Sin［12g］＋279Sin“4g｝）），

     433

λ4詔 奄奄s6而暫・

，；e4 （g） ． uat400 “ 2944 99g14．g］， 1！t75 Cos［6 g］ ；

To （g） ＝ 一2Tan［2 g］，Ao ＝ 4， uto（g）． 一！！Ll'1￥，12！SIEt 9i ；

        1
          Sec［2g］2（60Sin［g］＋10Sin［3g］＋6Sinlsg］）， A1＝ O，Tl （g） ＝ 一

       120

ψ・（9）＝一5Cos ｬ寺禦os【3 gl；

       1
          （Sec［2 g］3 （一 512 Sin［2 g］ ＋ 190 Sin［4 g］ ＋ 3 Sin［8 g｝）），T2 （g） ＝

      7200
A2＝ “t ， ye'2 （g）＝ 一5 ；4： Oil一．4 9］ ；

        1
T3 （q） ＝

      189000
  （（一5565 一 304 Cos［2 ql ＋ 1612 Cos［4 g］ ＋ 48 Cos［6 g］ ＋ 9 Cos［8 g］）

     Sec［2 g］4 Sin［g］3），

A3＝ O，
ut5（g）． ：：3！！tlyHMye！！E！z e L￥！；！！850COS［g］＋g12dC．os，［igl＋75Cos［5g］；

             48384000 VT '
Ts （g） ＝ （（一 13014984 ＋ 3090119 Cos［2 g］ ＋

        1333716 Cos｛4 g］ 一 5655087 Cos16 g｝ 一一 330104 Cos［8 g］ ＋

       26139 Cos［10 g］ ＋ 1260 Cos［12 g］ ＋ 141 Cos［14 q］）

     Sec12 g］6 Sin［q］3）／

  10886400000，
Rs＝ O，
V5 （9） ＝

（i96800 Cos［g］ ＋ 1162656 C os［3 g］ ＋ 75 （477 Cos［5 g］ ＋ 5 Cos［7 g］）） ／

  （21772800000 V i）；

             4'g3-s 4000 v stL一' '，

T4（9）＝
Q9。3義。而（Sec［2 9】5（一953998・Sin【2 gl＋

        7257728 Sin ［4 g］ 一 2198833 Sin［6 g］ 一 326144 Sin［8 g］ ＋

        1395 Sin｛10 g］ ＋ 1152 Sin ［12 g］ ＋ 279 Sin ［14 g］）），

     433
A4＝ “ ≠?狽р奄U160 '

，；er4（g）． Zlt！！99．±一22f！f1一1II-99！4一1el， ，ZE129E1L1！se！400'2944C9914．91， t75COS［6gP］；
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 T6 （g） ＝ （Sec［2 g］7 （一23999348928 Sin12 g］ ＋

          23999939494 Sin ［4 g］ 一一 8926470528 Sin［6 g］ 一

          457198200 Sin ［8 g］ ＋ 1919730560 Sin ［10 g］ 一一

          424989263 Sin ［12 g］ ＋ 221088 Sin ［14 gl ＋

          1121340 Sin［16 g］ ＋ 31584 Sin［18 g］ ＋ 4059 Sin ［20 gl）） ／

    146313216000000；
         5701
 A6＝一一一＝．＝一：一：一：一：一：一：i． 一一AAAAAJ．

       17eleoeeo
            ℃v oVsV［2 9］

V6（9） ＝ 一 liitiiiik665：v ；i；2s5-oo”o'vT ＋ （4800 cos［2 g］＋

         sg6is1i 1c'6s［4 g］ ＋ 2s （一 111496 ＋ 192 Cos［6 q］ ＋ Cos［8 g］）） ／

      （i74is24eoooo V 1；） ．

（B）奇関数の解

                           Sin12 g］・

To（g）＝2Cot［2g］，Ao＝4， geo（9）＝ 窒? ；
       1
          Csc【2 9］2（一60Sin回＋10Sin［39］＋6Sin【59】），λ1＝0，Tl （g） ＝

      120
       一 5 Sin｛g］ ＋ 3 Sin［3 g］

ut1（q）＝

ht i ”；
        1
           （（一55＋12C・s【2の3C・s【4のSec回2 Tan回），T2 （g） ＝

      3600

     1 t ． ． Sin14g］
A2＝ it ， ut2（g）＝ iitiV7f ；

         1
            （（一373 ＋ 84 Cos［2 q］ ＋ 9 Cos［4 g］） Sec［g］ Tan［g13），
T3 （g） ＝

      189000
                1400 Sinlg］ ＋ 819 Sin［3 gl ＋ 75 Sin［5 gl

i3＝O，¢3（9）＝ 唐? s600 f '；
          1
                （（114009 ＋ 581590 Cos［2 g］ ＋ 11376 Cos［4 g］ ＋T4 （g） ＝

      1451520000
          2826C・s【69】＋279C・s【8・9】）Sec【ψ14Tan回））・

      317
A4＝ 一 一＝． ＝一：一．AA ，

     21600
      22400 ＋ 2944 Cos［4 gl ＋ 75 Cos［6 gl

Ss3s4000' 魔s '；
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Ts （g） ＝ （（127323 ＋ 582310 Cos12 g］ 一 1800 Cos［4 ep］ ＋

        2106 Cos［6 g］ ＋ 141 Cos［8 g］） See［g］3 Tan［g］3） ／

   10886400000，

As＝ O，
ut 5 （9） ＝

（一一'2223200 Sin［g］ 一・ 349344 Sin｛3 gl ＋ 35775 Sin［5 gl ＋ 375 Sin［7 ip］） ／

   （21772soeooo V i）；

T6 （g） ＝ 一 （（539978830 ＋ 510377296 Cos［2 g］ ＋

          385522091 Cos［4 gl ＋ 4478184 Cos［6 g］ ＋

          336354 Cos［8 g］ 一 64056 Cos［10 ip］ 一 4e59 Cos［12 p］）

       S ec［g ］6 Tan ［g］） ／

   73156608000000；
     10049
A6 ＝ EMti-i'6ii666-ooooo '

      ；VIV6V3VsV43 s in（4 ql ＋ 25 （192 Sin［6 gl ＋ Sin［8 g］）

ut6（g）＝一一一一一一一?浮?mi566Vit42400000V一' 
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           Appendix ll第3励起状態（n＝3）の摂動解

  §2の方法に基づき第3励起状態（nニ3）の摂動計算の結果を以下にしめす。

（A）偶関数の解

To（g）＝ 一3Tan［3g］，Ao ＝ 9， sfio（g） ＝ ifl．iT Cos［3 g］；

Ti（g）＝ iltkio Seg［3g12（一一210-Sink｛g］一21Sin，［5gl一一15Sin［7g］）， Ai＝ o，

ψ・（9）＝騨7Cos【�bos【4 9】；

  T2 （g） ＝ （S ec［g］3 （4410 Sin｛q］ 一 6912 Sin ［3 g］ ＋

          2625 Sin［5 g］ ＋ 98 Sin［7 g］ ＋ 25 Sin［11 g］）） ／

     （156800 （一1 ＋ 2 coS［2 q］）一3 ）一 ，

A2＝ h， ut2（q）＝ 1！t！lb；1：lik7？1［Es2！COS［294］ ＋v5-Cos［5g］ ；

  T3 （g） ＝ （（一 135695 一一 17142 Cos｛2 q］ 一 18849 Cos［4 g］ ＋ 51054 Cos［6 q］ ＋

                   ＋ 600 C6s［10 g］ ＋ 12s cos112 g］） s ec［g］ Tahlg］3）／          2307 Cos｛8 g］

     （12348000（1-2C。s【2 9】）4），

｝33 （＝g）O．' （一 so274 cos［2 g］＋ 2s（lsO9 Cos［4 ep］ ＋ 49（一42 ＋ 5Cos［6 q］）））／

     （i48i76000 Vi）；

  T4 （g） ＝

   （S・ec［g15（329288736 Sin［9］ 一 39965942つSin【3 q］＋274008480Sin【5ψL

                                    一一 19257372 Sin［11 g］ ＋          89612523 Sin［7 g］ ＋ 30322269 Sin［9 g］

          4458174 Sin［13 ip］ ＋ 16000 Sin［17 g］ '＋ 5125 Sin［19 g］）） ／

     （442552320000（一一1 ＋ 2 Cos［2 g］）5），

        187
  A4＝ 一：；一：一：＝'：一：：'一一一一一一 S

      10976000
ut4（g） ：V '一t'i6V7VIV4-CQs［g］ ＋ 3-t400P．！2gtsElsls［5，g一］ ±！lkf1！1tgsELse！225 Cos［7 g］ ；

                237081600e VT '
Ts （g） ＝ （（一 5551016913 ＋ 5247262955 Cos［2 g］ 一

        1761866194 Cos［4 g｝ ＋ 3799885140 Cos［6 g］ 一

        2281371496 Cos［8 q］．＋ 104970128 Cos［10 gl 一

        108411759 Cos［12 g］ ＋ 65292389 Cos［14 g］ ＋

        11Z7725 Co-s．［1．6 g］ ＋ 283500 Cos［18 spl ＋ 38125 Cos［20 ep］）

     S ec［g］3 TaR［g］3）／

  （42sgs66esoeooo'（1 一 2 cos［2 g］）6） ，

As＝ O，

ut5
i一（9Q）

Q：3zoo sin［g］ 一 349344 sints g］ ＋ 35775 Sin［5 gl ＋ 375 Sin［7 g］） ／

  （21772800000 V i）；
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T6 （ip） ＝ （Sec［g］7 （841924338121854 Sin［g］ 一 887545375927788 Sin［3 g］ ＋

        686584041320259 Sin［5 g］ 一 358092282487590 Sin［7 g］ ＋

        176953894181647 Sin［9 ipl 一一 115281026‘t863e7 Sinl11 g］ ＋

        5547056881ss72 Sin［13 g］ e一 14M8610323291 Sin［15 g］ ＋

        1645821094599 Sin［17 gl 一 621758082780 Sin［19 g］ ＋

        319440625 Sin［21 gl ＋ 896383125 Sin［23 gl ＋．

        263520000 Sin ［25 ip］ ＋ 45634375 Sin［27 g））） ／

   （412189690429“OOOOOO （一1 ＋ 2 Cos［2 g］）7）；

      6743617
A6 ＝ 一

唐uny一一一一一唐盾唐S99200000 '

ut6 （g） ＝ （16402220604 Cos［g］ i

     25 （111509343 Cos［S g］ ＋ 196 （27072 Cos［7 gl ＋ 245 Cos［9 ep］））） ／

（36su26soo3i2amoo Vi） ・

（B）奇関数の解

A3＝O， gt73（g）＝
                         148176000 V i

T4 （g） ＝ （（一一 17336559 Cos［g］ ＋ 12540753 Cos［3 g］ 一一

         1693978 Cos［5 g］ 一 3308326 Cos［7 g］ ＋ 203625 Cos（9 g］ ＋

         46750 Ces［11 g］ ＋ 51．25 CosH3 g］） Sin ［gl） ／

    （6914880000 （1 ＋ 2 Cos［2 g］）5）；，

      187
A4＝ 一＝． ＝T：H：＝A一．．AA一 ，

    le976000
      23814 Sin ［g］ ＋ 3e400 Sin ［5 g］ ＋ 1225 Sin ［7 g］

ut 4（9）＝一一一一一＝L'：一一一一一：一÷i＝一一L-L＝L' 一't ”一；

                          1
Te （g） ＝ 3 Cot［3 g］， Ao ＝ 9， uto （g） ＝ vtT Sin［3 9］；

       1Csc［39】2（一2、。Sin回＋2、 Sin【59】＋、5Sin【79】），λ、＝。，
T1（の＝
      420
      -7 Sin ［2 g］ ＋ 5 Sin［4 g］

ut1（g）＝一一一：一奄U／‘Vr一：一一‘一LT． '；

T2 （g） ＝ （一 2081 Sin［2 g］ ＋A248 Sin［4 g］ ＋ 25 （3 Sin［6 g］ ＋ Sin［8 g］）） ／

  （19600 （1 ＋ 2 cos［2 g］）3），

λ2三 пE卿）＝14S'鴇享夢n［5 9］；

T3 （g） ＝ （（一一 28154 一 18718 Cos［2 g］ ＋

        5957C・・［49】＋1100C・s［6・9］＋125C・・【8ψ1）Sin回3）／

  （771ゲ50（1＋2C・・【2の4），

             一50274 Sin ［2 g］ ＋ 25 （1809 Sin［4 g） ＋ 245 Sin［6 g］）

                                               ；

               2370816000Vi    ・ '
Ts （g） （（一374356251 一一 66932751 Cos［2 g］ ＋ 2e6900753 Ces［4 g］ 一

        98974950 Cos［6 g］ 一 38207011 Cos［8 g］ ＋ 36．29350 Cos｛10 g］ ＋

        512250C・・【12・9］＋38125C・・［14⑳Sin回3）／

  （665557200000 （1 ＋ 2 Cos［2 g］）6） ，
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As＝ O，
Vs（q） ＝ （19530126 Sin［2 g］ ＋
     25 （4377032 Sin［4' g］ ＋ 245 （2805 Sin［6 g］ ＋ 49 Sin ［8 g］））） ／

   （63893491200000 V i）；

T6 （g） ＝ （（38102295072591 Cos［gl ＋ 45234084629970 Cos［3 g］ ＋

        20721955185994 Cos［5 g］ ＋ 8413895232131 Cos［7 g］ ＋

        5142449515509 Cos［9 gl ＋ 809360552470 Cos［11 g］ ＋

        21814469375 Cos［13 g］ ＋ 4647380625 Cos［15 g］ ＋

        628595000 Cos［17 g］ '＋ 45634375 Cos［19 g］） Sin ［g］） ／

   （161011597824000000 （1 ＋ 2 Cos12 g］）7） ，

       5861633
A6 ＝一 rmt A A-AAAAAAAA e
     5808499200000
ut6（g） ＝ （一一 1853062596 Sin［g］ ＋

     25 （111509343 Sin ［5'g］ ＋ 196 （27072 Sin［7 gl ＋ 245 Sin［9 gl））） ／

   （36802650931200000Vi）． '

一40一
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           Appendix 皿 第4励起状態（n＝4）の摂動解

  第4励起状態（n＝4）の摂動計算の結果を以下に示す。

（A）偶関数の解

；：： ：鼎蠕：欝臨L詣S 】｝・λ・＝ e・

    Vl（g）＝一m-idet Vir一一一L6v一 '；

            1
                （Sec［4 g］3 （12285 Sin ［2 g］ 一一 20480 Sin［4 g］ ＋   T2 （g） ＝

          635040
            8379 Sin ［6 g］ ＋ 135 Sin ［10 epl ＋ 49 Sin ［14 ep］）） ，

         1

   A2＝ 一＝一：一；一・'，

        126
                （ 65 （15Cos［2 g］＋7Cos16 ql）Sec［4 gl＞
   ut2（q）＝Cos14g］（一一“iitigvav；i；s76v一＋nt'040v一一r 'J；

             1   （
   T3 （9） ＝ 一ilitb6adiioo206so （（'一639387 一' 66592 Cos［2 g］ 一 80264 cos｛4 g］ 一

            78816 Cos［6 g］ ＋ 262076 Cos［8 g］ ＋ 13792 Cos［10 g］ ＋

         s，，［5418？4CsOi．［［lg2］ g｝ ' ，1568． COS［14 g］ ＋ 343 Cos［16 g］）

                           1

        A3＝ O， ut3（9）＝ 一iiitiiili2iii2i（i v-iF-694240v一 （一14553Cos［g］＋

             2359．5 Cos［3 g］ 一一 14861 Cos［5 g］ ＋ 3087 Cos［7 g］） ；

   T4 （g） ＝ （S ec［4 g］5 （4300997760 Sin ［2 g］ 一

                 6388315648 Sin｛4 gl ＋ 4221759360 Sin（6 g］ 一

                 959410683 Sin［8 gl 一一 364478400 Sin［10 gl ＋

                 532285952 Sin［12 g］ 一 339268160 Sin（14 ql ＋

                 瀦綴臨1槻鵠㍉ツ＋

            17744135270400 ，
              109
        i4＝ 一：：．＝＝ ：＝：一＝AA一“A J

            40007520

   ut4（g） ＝ （一 20124720 Cos［2 g］ ＋ 14826548 Cos［4 g］ ＋

             6615 （2079 一 9ij6 Cos16 g］ ＋ 147 Cog［8 q］）） ／

          （4436033817600 Vi） ；

   Ts （g） ＝ （（・一 135204785592 ＋ 132272584316 Cos 12 g］ 一一

                499167872 Cos［4 q］ 一 50278917183 Cos［6 g］ ＋

                101321933468 Cos［8 g］ 一 54071476575 Cos［10 g］ 一一

                1058759e4 Cos（12 gl ＋ 1481666706 Cos｛14 g］ 一

                3384617352 Cos［16 gl ＋ 1820063634 Cos［18 g］ ＋

                36308032 Cos［20 g］ ＋ 10099439 Cos（22 g］ ＋

                2852388 Cos124 gl ＋ 420175 Cos［26 p］）

             S ec［4 g］6 sin ［g］3）／

          36331116966144eO ，
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As＝ O，
uts（g） ＝ （一de 21567546 Cos［g］ 一 503201556 CosB g］ ＋

     7 （33538804 Cos［5 'g］ 一一 14189175 Cos［7 epi ＋ 1750329 Cos［9 g］）） ／

（72662233932288eO V i） ；

T6 （g） ＝ （Sec［4 g］7 （4937979397284972 Sin［2 g］ 一一

         7160899152609280 Sin［4 g］ ＋ 53943899706779e6 Sin［6 ep］ 一

         1852357581898560 Sin［8 g］ 一 541558638862254 Sin［10 g］ ＋

         12669026ee171520 S in（12 gl 一

         1001327482625470 Sin［14 g］ ＋

         423422138476480 Sin［16 g］ 一

         65500438938894 Sin［18 g］ 一t 17177692979200 Sin［20 gl ＋

         14376567673754 Sin ［22 g］ 一 6340980740160 Sin ［24 g］ ＋

         1158621342426 Sin［26 g）1 ＋ 1923554633 Sin ［3Q g7］ ＋

         739508000 Sin ［32 g］ ＋ i50775597 Sin ［34 g］）） ／

    1611357699682418688000 ，
       2707

A6 ＝ rm．AA．．一． 一一一 t一 ）

   873344157840
ut 6（9） ＝

 （358117029270 Cos［2 g］ 一 49915387600 Cos（4 g］ ＋ 1617（一一 59999940 ＋

         3225157 C'os［6 g］ 一 3677940 Cos［8 'op］ ＋ 416745 Cos［10 ep］i） ／

（67139904153434112000Vi） ；

T7（g） ＝ （（一9950469150166766 ＋ 13130527661172224 Cos［2 g］ 一一

         1805306918552370 Cos（4 g］ 一

         590116eO63385600 Cos［6 g］ ＋ 9461218382442272 Cos［8 gl 一一

         6806698081783808 Cos（10 g］ ＋

         1698574876828780 Cos［12 g］ ＋

         515048719598464 Cos［14 g］ 一 850995307800248 Cos［16 g］ ＋

         667003863030912 Cos［18 g］ 一 213628798281524 Cos（20 g］ ＋

         786403410944 Cos［22 g］ ＋ 5273340357984 Cos［24 g］ 一

         4262062969856 Cos［26 g］ ＋ 1618737032453 Cos［28 gl ＋

         19049547328 Cos｛30 g］ ＋ 5510943270 Cos［32 g］ ＋

         1128A354752 C．os［34 g］ ＋ 124825589 Cos［36 gl）

      S ec［4 gl， 8 sin ［g］3）／

    25378883769998094336000 ，
A7 ＝ O，
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Ts （g） ＝ （S ec［4 g19 （2568945984263633838080 Sin ［2 g］ 一

          3741037370961333113294 Sin ［4 g］ ＋

          3005139650125020518400 Sin ［6 gl 一

          1221899585435634555136 Sin ［8 g］ 一

          290500622415781283840 Sin ［10 g］ ＋

          933470569194632204322 Sin［12 g］ 一

          845225002145860403200 Sin ［14 g］ ＋

          440458882346326626304 Sin｛16 gl 一一

          104571349618921390080 Sin ［18 g］ 一

          31290078642879223993 Sin ［20 g］ ＋

          45232624661974574080 Sin ［22 g］ 一

          26365290780995428224 Sin ［24 g］ ＋

          9135210467761280000 Sin ［26 g］ 一

          1471s46528078309121 Sin ［28 gl 一

          9439069470038016QSin ［30 g］ ＋

          80888114282694656 Sin ［32．gl 一

          2966070166169600Q Sin ［34 g］ ＋ 2400169131549 Sin ［36 g］ ＋

          23886622735360 Sin ［38 g］ ＋ 7655113601408 Sin 140 g］ ＋

          1917321047040 Sin ［42 g］ ＋ 266685459061 Sin 144 g］）） ／

    65489701990804682472161280000 ，
        56675690063

A8 ＝ rmt49494233566167040 O '

（B）奇関数の解

                                  1

To（g）＝4Cot［4g］ ， Ao＝16， uto（g）＝ Tt Sin［4g］ ；

T1（9）＝CscI49】2
o一S'塞【ψ】＋売Sin【7・9］＋詣Si叫9ψ】）・λ・＝・・

    ；．． 一9Sin［3g］＋7Sin［5g］

uti（g）＝一一撃堰^gXzi一一一＝一LL一． '；

           1
                （（一3796 一 5314 Cos［2 g］ ＋ 1520 Cos［4 g］ ＋  T2 （g） ＝

         2540160

          625 Cos16 gl 一＋ 196 Ces［8 g］ ＋ 49 Cos［10 g］）

        Sec回2 Sec【29】3 Tan［9】），

                  （一一 1300 COs［2 g］ ＋ 63 （11 ＋ 7Cos［4 q］）） Sin ［2 gl       l

  A2＝ ：：．＝7．， yfir 2（ip）＝一' ．一 ' '  ；    ・26・卿）＝   、5876。Vi   ・
          1
T3 （g） ＝

      1760330880
   （（一296814 一 342216 Cos［2 g］ 一 57015 Cos［4 g］ ＋ 56972 Cos［6 g］ ＋

        14862 Cos［8 g］ ＋ 2940 Cos［10 g］ ＋ 343 Cos［12 g］）

     Sec回Sec【29】4 Tan回3），

13＝O， V3（9）＝
（一・4553Sin回＋23595Sin【39】一・486・Sin【59】＋3・87Sin【7・91）／

（146694240 Vi） ；
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T4 （g） ＝ （S ec［g］5 Sec［2 g］5 （一一 185267454 Sin［g］ 一 531061958 Sin［3 g］ ＋

        266176760 Sin・［5 g］ ＋ 92555768 Sin［7 g］ 一一 9687968 Sin［9 g］ 一

        63946944 Sin ［11 g］ ＋ 3930355 Sin ［13 g］ ＋

        1161055 Sin ［15 g） ＋ 313845 Sin ［17 g］ '＋ 40817 Sin f19 g］）） ／

   567812328652800，
      109
λ4富        ，
    40007520
ut4（g） ＝ （一 20124720 Sin［2 g］ ＋

     14826548 Sin［4 g）￥ 6615（一 976 Sin［6 gl ＋ 147 Sin［8 g］）） ／

   （4436033817600 Vi） ；

Ts（g） ＝

（（L19516751322 一 14931856260 Cos12 p］ ＋ 7004847438 Cos［4 g］ ＋

         7958644128 Cos［6 g］ 一 4427092328 Cos［8 ep］ 一

         3541516336 Cos［10 ep］ 一 923800221 Cos［12 g］ ＋

          180334614 Cos［14 g］ ＋ 36037442 Cos［16 q］ ＋ '

                       ＋ 42Q175 Cos［2e g］）          5．373438 Cos［18 gl

       sec［ip］3 sec［2 g］6 Ta'n［g］3） ／

    232519148583321600 ，
As＝ O，
uts（g） ＝ （1480214736 Sin［g］ 一 5e3201556 Sin［3 g］ ＋

     7 （335388e4 Sin ［5 ip］ 一 14189175 Sin17 gj ＋ 1750329 Sin［9 g］）） ／

   （7266223393228800V-i ）；

T6 （g） ＝ （（一 62344246354704 一 67774145041892 C os［2 g］ ＋ 一

         91994128612288 Cos［4 g］ 一 13308647859709 Ces［6 g］ 一一

         41930340903688 Cos［8 g］ 一 24819091467565 Cos［10 g］ ＋

          13261067738208 Cos［12 g］ ＋ 709024832962 Cos［14 g］ 一一

         1536544451184 Cos［16 g］ 一 876687701118 Cos［18 gl ＋

         60103796704 Cos［20 gl ＋ 13267540125 Cos［22 q］ ＋

         1945712776 Cos［24 gJ t 150775597 Cos［26 gl）
       Sec［g］6 Sec12 g］7 Tan［gT］）／

    103126892779674796032000 ，
       2707
A6 ＝ 一＝：．一＝一；一一；一：＝一：一AA．．．． “一A ：一T． ，

    873344157840
ut6（g） ＝ （一 220069149300 Sin［2 g］ 一 49915387600 Sin［4 g］ ＋

     1617 （3225157 Sin［6 g］ ： 3677940 Sin ［8 g］ ＋ 416i4S Sin［10 gl））／

   （67139904153434112000Vi） ；
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T7 （g） ＝ （（一 434125292447748 一一

         308850034381792 Cos［2 g］ ＋ 143976851017271 Cos［4 g］ ＋

         72487094593496 C os［6 g］ 一 258118794095866 C os18 g］ 一一

         126955762470280 Ces［10 g］ ＋ 2644606062237 Cos［12 gl ＋

         2573418578e400 Cos［14 g］．一 6560069802396 CosE16 g］ 一

         4484166383568 Ces［18 g］ 一 908762172617 Cos［20 g］ ＋

         118736935240 Cos［22 g］ ＋ 19031502490 Cos124 g］ ＋

         2126959464 C os ［26 g］ ＋ 124825589 C os［28 g］）

      Seclg］5 sec［2 g］8 Tan lg］3） ／

    6496994245119512150016GOO ，
i7 ＝ O，

Ts （g） ＝ 一一 （Csc［g］2 Sec｛g］9 Sec［2 g］9 （161014148940826621440 g Cos［g］ ＋

          145124594769034520640 g Cosi3 g］ ＋

          117582700871261545920 g Cos［5 g］ ＋

          85349605265626141440 g C os［7 g］ ＋

          55083787795545949440 g Cos［9 g］ ＋

          31249456537857798240 g C os［11 g］ ＋

          15359902366065697440 g C os［13 g］ ＋

          6355821668716840320 g Cos［15 g］ ＋

          2118607222905613440 g C os［17 g］ ＋

          529651805726403360 g Cos［19 g］ ＋

          75664543675200480 g Cos121 g］ 一一

          2170367494364055528 Sin lg］ ＋

          42912245598659178828 Sin ［3 g］ 一

          69063498874183739820 Sin ［5 g］ 一

          10954162147663554216 Sin ［7 g］ 一一

          9062767807064242328 Sin ［9 g］ ＋

          4511152725925397922 Sin ［11 g］ 一

          20637518320059660306 Sin ［13 g］ 一

          667733267027810736 Sin ［15 g］ 一

          259762117732615984 Sin ［17 g］ ＋

          302594312227189262 Sin［19 g］ 一

          930849319487088510 Sin 121 g］ ＋

          1534964224175e2824 Sin ［23 g］ ＋

          24623442319090776 Sin ［25 g］ ＋

          547745661293481 Sin ［27 gl 一一

          413282569449e465 Sin ［29 g］ ＋

          鶉1認1器鷺艶艶鍋望島lll罐；lll蟹語ξ1雰1！】＋

    134122909677167989702986301440000 ，
         52492329667
As ＝ 一 ：一；t：一；“：一；一：T＝：＝一；；一；：一；一： ：T＝＝一A iA 一A．t“A-tt“ i-A 一AAA e

     354949423356616704000
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