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要旨
　トリデンテンの分岐点の原子を 3員環に置き換えて得られるラジアレンとその拡張系のHMOエネルギー
スペクトルを計算した。これらの系のHMOエネルギースペクトルは、分岐点のトポロジーの差異にもかかわ
らず、本質的にトリデンテンのHMOエネルギースペクトルと同一であった。このことは、Y字構造が環構
造と同様に、環状の電子伝播経路を形成していることを示唆しているとも考えられる。また、これらの拡張
系のTREの検討から、系の原子数が増加してもTREの値は増加せず、むしろ減少する傾向があることが示
唆された。これは、拡張系の原子数増加が 3員環外に伸びる鎖状系の拡張によるものであり、環状構造の拡
張や増加によるものではないことに原因があると考えられる。この結論は、計算したすべての拡張系のTRE
の最大値が、3員環のTREの最大値を与える 2電子系であったことと矛盾しない。

1．緒言
　Y字芳香族性 1）の典型化合物の候補として、著者
は図１に示したｎ－トリデンテン 2）を提案し、その
エネルギー的な安定性を予測することのできる魔法
数を求めた。また得られた魔法数の有効性を検証す
るために、同じ個数の炭素原子から成る枝分れの無
い鎖状共役系を摂動論的な観点から参照系とし、ｎ
－トリデンテンの安定化エネルギーを求めた。魔法
数と安定化エネルギーがそれぞれ予測する安定系は
必ずしも一致しなかったが、魔法数と同数のπ電子
を持つｎ－トリデンテンは、エネルギー的な不安定
化が予測される場合でも、その程度は小さなもので
あった。
　Y字芳香族性の発現に対する、魔法数に基づく著
者の予測と多くの研究者による安定化エネルギーに
基づく予測 3-8）の不一致は、環状構造を持つ従来の芳

香族化合物の安定性に関するトポロジカル共鳴エネ
ルギー（以下、TREと略記する。）9）の提案以前の、
参照系に関する議論が尽くされていなかった状況に
類似している。この状況を打破し、Y字芳香族性の
参照系と起源を明らかにするためには、ｎ－トリデ
ンテンと類似した構造を持ちながらトポロジーの異
なる系のエネルギーを、電子の伝播経路に注目しな
がら検討することで、Y字芳香族化合物の電子構造
の特徴を明らかにする必要があると考えられる。
　そこで本報では、Y字構造の中心原子が最小の環
構造に置き換わった［３］－ラジアレン 10）と［３］
－ラジアレンの環外へ伸びた二重結合を共役鎖へ
拡張した系のヒュッケル分子軌道エネルギー（以
下、HMOと略記する。）とTREを求め、これらの
量へトポロジカルな変化が与える影響を検討する。
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2．本論
2-1．［３］－ラジアレンとその拡張系
　図 2に示したトリメチレンメタンはY字芳香族化
合物の最小構造であり、１－トリデンテンに対応す
る。ここで、１－トリデンテンのY字構造の中心を
成す原子を最小の環である三員環に置き換えると、
トリメチレンメタンは［３］－ラジアレンへ変換され
る。また同様の置き換えによって、ｎ－トリデンテン
は坩堝を乗せる三角架に似た構造の共役系（以下、三
角架に因んで、ｎ－ドライエッケンと呼び、ｎによっ
て 3員環の外に伸びた共役鎖の原子数を表す。）に変
換される。以上の置き換え操作によってｎ－トリデ
ンテンと対応付けられるｎ－ドライエッケンを本報
の考察対象とし、枝分れの中心の位置のトポロジー
の変化がHMOとTREに与える影響を検討する。

2-2．プロパゲーター法
　金沢大学の青野等によって開発されたヒュッケ
ル近似下のプロパゲーター法 11）は分子内の電子伝
播を記述する能力に優れており、この特徴を利用し
て、著者はTREの参照系 12-14）の具体的な構造を明
らかにした。ｎ－ドライエッケンの研究においても
この長所は有効であると予想されるので、本報でも
この方法を解析手法として用いる。そこで本節で
は、ヒュッケル近似下のプロパゲーター法に関する
必要最小限を要約する。
　まず、ヒュッケルハミルトニアンHで良く記述さ
れる系のプロパゲーターG(z) を次式で定義する。

G(z)≡ (z-H)-1　　　　　　　　　　　　　(1)

　ここで、Hを無摂動系のハミルトニアンH0 と摂
動 vに分割すると、式 1の定義から直ちに、次式を
得る。

G(z)=(z-H0)
-1 (z-H0)(z-H)-1

　　=(z-H0)
-1 (z-H0-v+v)(z-H)-1

　　=(z-H0)
-1 {1+v(z-H)-1}

　　=G0 (z)+G0 (z)vG(z)　　　　　　　 (2)

式2は摂動vが1体の相互作用である場合のダイソ
ン方程式で 15）、これを図 3に示した同種原子から成
る 2原子分子に適用すると、

Ga (z)=Ga
0 (z) + Ga

0 (z) βab G ba (z)　　　　 　(3)
Gba (z)=Gb

0 (z)βbaGa(z)　　　　　　　　　  (4)
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の関係式が得られ、式 3と式 4から、相互作用βを無
限回繰り込んだ 2原子分子のプロパゲーターの原子
aにおける対角要素Ga(z) が以下のように得られる。

Ga (z)=Ga
0(z) + Ga

0(z)βabGb
0(z)βbaGa

0(z) 
+ Ga

0(z)βab Gb
0(z)βbaGa

0(z)βabGb
0(z)βbaGa

0(z) + …

　　 　　　　Ga
0(z)　　=　

　　　　 1-Ga
0(z)βabGb

0(z)βba　　　　　　(5a)

更に、クーロン積分αをエネルギー原点に取り、共
鳴積分βをエネルギーの単位にとると、裸の原子の
プロパゲーターである Ga

0 (z)と Gb
0 (z)は、次式で与

えられるので、

Ga
0(z)＝ Gb

0(z)= 1
―z 　　　　　　　　　　　 (6)

式 5と式 6から、

Ga(z)= z
―――
z2-1

　　　　　　　　　　　　　 (7)

を得る。なおここで、式 5a を以下のように変形す
ると、2原子分子における電子の伝播経路を容易に
読みとることができることに注意しよう。

Ga (z)-1=Ga
0(z)-1-βabGb

0(z)βba　　　　　　　(5b)

式 1の定義から明らかなように、プロパゲーターの極
はHMOエネルギーを与える。従って式 7から、同種

原子から成る2原子分子のエネルギースペクトルが、

ϵ = ±1　　　　　　　　　　　　　　　　(8)

と得られる。ただしここで、負の値を持つ共鳴積分
βをエネルギー単位としているため、式 8のうち正
の値の方が安定なエネルギー準位に対応することに
注意しよう。
　更に、以上の議論を図 4の I に示した n個の同種
原子から成る鎖状分子の端の位置の原子に適用す
ると、この系のプロパゲーターの対角要素 Ln(a) が
次式のように得られる。

Ln(a)= 
pn-1―――pn

　　　　　　　　　　　　　  (9)

ただし、図 4の I の無摂動系として図 4の II を用い
た。また、式 9の pn は鎖状分子のヒュッケル行列
を表す。すなわち、

p0≡ 1　　　　　　　　　　　　　　　  (10a)
p1 = z　　　　　　　　　　　　　　　  (10b)
p2 = z2-1　　　　　　　　　　　　　　 (10c)

　　　　⋮
であり、一般には、次式で表わされる。

pn=  (-1)k n-k
k

 zn-2k　　　　　　　　 (11)

なお、pnには次の漸化式が成立することにも注意しよう。

pn=zpn-1 － pn-2　　　　　　　　　　　　　 (12)

　次に、図5のIに示した単環分子のプロパゲーター
の対角要素Rn(a) を求めよう。ただしここで、無摂動
系を図 5の II とする。また系は同種原子から成り、
エネルギーの原点と単位は、それぞれαとβとする。
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　式 2をこの系に適用すると、簡単な計算の後に次
式を得る。

Rn (a)-1=Rn
0 (a)-1-βab Rn

0 (b)βba-βan Rn
0 (n)βna

　　　　　　 -βab Rn
0 (b,n) βna-βan Rn

0 (n,b) βba

　　　　　(13a)

ここで、式 13a の第 2項以降の各項が、図 6に示し
た電子の伝播に対応することに注意しよう。各項の

意味を知った上で、無摂動系のプロパゲーターを式
13a に代入すると、

Rn(a)= 
pn-1―――――

zpn-1-2pn-2-2
　　　　　　　　　  (13b)

を得る。例えば 3員環の場合は、式 10b と式 10c を
式 13b に代入して、次式を得ることができる。

R3(a)= 
(z+1) (z-1)
――――――
(z+1)2 (z-2)

　　　　　　　　　　(14)
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2-3．ｎ－ドライエッケンの HMO エネルギー
　ｎ＋１個の鎖状分子を一つの原子とみなす 16）と、
ｎ－ドライエッケンの環を構成する原子における
プロパゲーターの対角要素Dn(a) は 3 員環のプロパ
ゲーターを求める手順で得ることができる。すなわ
ち、ｎ－ドライエッケンの無摂動系を図 7として前
節の議論を適用すると、式 14 を得る手順において、

z = Ln+1 (a)-1　　　　　　　　　　　　　　(15)

の置き換えをほどこすだけで、

Dn (a) = 
(Ln+1 (a)-1+1)(Ln+1(a)-1-1)
――――――――――――
(Ln+1 (a)-1+1)2 (Ln+1 (a)-1-2)

　　　 (16)

　が得られる。ただし、式 15 及び式 16 で、Ln+1(a)
は n+1 原子から成る鎖状分子のプロパゲーターの
端の原子における対角要素を表す。

　式 16 から、ｎ－ドライエッケンのHMOエネル
ギーは、次の式をエネルギーパラメーターの zにつ
いて解くことで得られることが解る。すなわち、

pn+1―――pn
 +1=0 ,　2重根 ,　　　　　　　　(17a)

pn+1―――pn

 -2=0 ,　1重根 .　　　　　　　　 (17b)

例えば、n=0 から n=3 までのドライエッケンのエネ
ルギースペクトルを式17aと式17bから求めてみる
と、表 1の Eの欄の値を得ることができる。
　この計算例から、ドライエッケンのHMOエネル
ギースペクトルが、トリデンテンと同様に、次の性
質を持つことが予想できる。

　１．最安定の軌道には縮退が無い。
　２．縮退の無い軌道と2重縮退した軌道が交互に  

現れる。
この予想は、式 16 の鎖状系のプロパゲーターを三
角関数で表示すれば 17）、以下のように一般的に証明
することができる。
　先ず、

Ln+1 (a)= 
sin(n+1)θ
―――――
sin(n+2)θ

　　　　　　　　　　(18)

を式 16 に代入すると、2重根と 1重根はそれぞれ、

sin(n+2)θ + sin(n+1)θ = 0　　　　　　　　 (19)

と

sin(n+2)θ ｰ 2sin(n+1)θ = 0　　　　　　　　(20)

を満足するθを、次式に代入して得られる。

z = 2cosθ　　　　　　　　　　　　　　　 (21)

ここで三角関数の和の公式を利用して式 19 の左辺
を変形すると、

式19の左辺= 2 sin  　 
3n+ ――　  2  θcos 1――2 θ　　(19a)

となるので、2重根を与えるθを次式のように求め
ることができる。

θr = 
2πr
―――2n+3

 ,r = 1,2,3,… ,n+1.　　　　　  (22)
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ただし、式 19a の余弦の項を 0にするθは、プロパ
ゲーターを恒等的に0にする見せかけの解であるの
で無視する。
　こうして得られた 2重根を与えるθを式 20 の左
辺に代入すると、

式 20 の左辺 = -3sin(n+1) 2πr
―――2n+3

　　　　　　= 3cosπrsin  πr
―――2n+3

 

                 = 3(-1)r sin πr
―――2n+3

　　　　　(23)

を得る。またここで、rの変域に注意すると、式 23
の正弦の項が常に正の値を持つことが解るので、次
の関係式が得られる。

式20の左辺 ∝ (-1)r,   r = 1,2,3,…, n+1.　　(24)

更に、式 17b から次式で定義される f(z) が式 20 の
左辺と等価であることと、

f (z)≡pn+1-2pn　　　　　　　　　　　　　 (25)

　この関数が z軸と交差する点が 1重根を与えるこ
とに注意すると、式 22から得られる最安定の 2重根
を与えるθ1で、f (z) が負の値を持つことを式 24は意
味する。また式 25の定義から明らかなように、f (z)
は zが +∞になる時に図 8に示したように+∞に発
散する。以上のことから、ｎ－ドライエッケンのエ
ネルギースペクトルの最小値が縮退を持たないこと
が解る。また、2重縮退の隣り合う2つの準位の間で
f (z) の符号が交互に変ることから、ｎ－ドライエッケ
ンのHMOエネルギースペクトルがｎ－トリデンテ
ンと同様に、図 9のパターンを持つことが解る。

2-4．ｎ－ドライエッケンの TRE
　前節と同様にｎ－ドライエッケンを内部構造のあ
る繰返し単位から成る 3員環と考えると、式 13a の
右辺から第 4項と第 5項を除いて次式で与えられる

Rref. (a) = 
(L n+1

-1　+1) (L n+1
-1　-1)

――――――――――――――
L n+1

-1　 (L n+1
-1　+  ) (L n+1

-1　-  )
　(26)
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　トポロジカル参照系 12-14）のプロパゲーターの対角
要素Rref.(a)の極によって与えられる参照エネルギー
ϵref. と HMOエネルギーの差から、この系のTRE
が得られる。例えば、n=0 と n=1 の場合の参照エネ
ルギーを例示すると、

n=0,　　L1
-1 = z,　　　　　∴ ϵref. = 0,±   ,

n=1,　　L2
-1 = z2-1,

　　　　∴ ϵref. = ±1, ±  ± 
――――――

2
 ,

となり、対応するHMOエネルギーとの差で、TRE
を得ることができる。
　この手順を繰り返し用いてで式 26 から求めたい
くつかのｎ－ドライエッケンの参照エネルギーと
TREを表 1に示した。

3．結言
　ｎ－トリデンテンの分岐点の原子を3員環に置き
換えて得られるｎ－ドライエッケンのHMOエネル
ギースペクトルは、分岐点のトポロジーの差異にも
かかわらず、本質的にｎ－トリデンテンのHMOエ

ネルギースペクトルと同一であった。このことは、
Y字構造が環構造と同様に、環状の電子伝播経路
を形成していることを示唆しているとも考えられ
る。もし、Y字構造によって形成される環状の電子
伝播経路を明示することができれば、通常の環状系
において定義されるTREをそのままY字芳香族性
の議論に利用できる。すなわち、Y字構造における
環状の電子伝播経路の存在が明らかになれば、Y字
芳香族性研究の重要な課題のひとつである参照エ
ネルギーの問題とＹ字芳香族性の起源に関する課
題を解決することができる。本研究のHMOエネル
ギースペクトルに関する研究成果は、この参照エネ
ルギーの問題の解決の糸口を与えるものであり、今
後、ｎ－トリデンテンの分岐点の原子を n員環や多
環系で置き換えた分子のHMOエネルギースペクト
ルの検討によって、上述の課題が解決されるものと
期待される。
　また、ｎ－ドライエッケンのTRE の検討から、
系の原子数が増加してもTREの値は増加せず、む
しろ減少する傾向があることが示唆された。これ
は、ｎ－ドライエッケンの原子数増加が 3員環外に
伸びる鎖状系の拡張によるものであり、環状構造の
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Table 1. HMO energies and TREs of Dreieckene.

拡張や増加によるものではないことに原因がある
と考えられる。この結論は、計算したすべてのドラ
イエッケンのTREの最大値が、3員環のTREの最
大値を与える 2電子系であったことと矛盾しない。
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