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トポロジカル参照系を用いた軌道共鳴エネルギーの
新たな算出方法

New Calculation Methods of the Orbital Resonance Energy using the Topological 
Reference System
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要旨
　トポロジカル参照系の定義を、環状の相互作用伝播を与える摂動の関数として一般化した。一般化した定
義を用い、トポロジカル参照系の量子化学的反応性指数として、軌道共鳴エネルギーを定義した。新たに定
義したトポロジカル参照系は極限構造として現実の分子を包含するため、現実の分子と参照系の軌道エネル
ギーの対応付けに任意性を生じることなく、軌道共鳴エネルギーを定義することが可能になった。

キーワード：トポロジカル共鳴エネルギー、軌道共鳴エネルギー、トポロジカル参照系、芳香族性

　Topological reference systems were generalized as a function of the perturbation to give the circular 
interaction propagation. Orbital resonance energy was defined as the quantum chemical reactivity index 
of  the topological reference system using the generalized definition. The topological reference system 
defined newly  includes real annular systems. Therefore,  the orbital resonance energy was able  to be 
defined without considering relations between the orbital energy of real systems and the orbital energy 
of topological reference systems.
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本論
　ORE の算出手順を再検討するために、先ず従来の TRS の定義を再検討する。我々が興味の対象としてい
るπ電子共役系は、主に炭素原子を骨格としている。従って、すべての原子がたかだか 3 つの原子とσ結合
している Fig.1.1 のような系を考察すれば、TRS を一般的に定義することができる。そこで、Fig.1.1 の非摂
動系として Fig.1.2 の系を考え、

　　G=G0+G0vG　　　(1)

　Dyson 方程式（1）12）を適用すると、摂動系のプロパゲーターの（a,a）対角要素の導出に必要な、次の諸
式を得る。

　　G(a)=G0(a)+G0(a)vabG(b,a)+G0(a)vacG(c,a)+G0(a)vadG(d,a)� (2)
　　G(b,a)=G0(b)vbaG(a)+G0(b,c)vcaG(a)+G0(b,d)vdaG(a)� (3)
　　G(c,a)=G0(c)vcaG(a)+G0(c,b)vbaG(a)+G0(c,d)vdaG(a)　� (4)
　　G(d,a)=G0(d)vdaG(a)+G0(d,c)vcaG(a)+G0(d,b)vbaG(a)� (5)

　ただしここで、G と G0 はそれぞれ摂動系と非摂動系のプロパゲーターを表し、ｖst は原子 s と原子 t の間
の摂動を表す。式（3），（4），（5）を式（2）に代入して整理すると、

　　G(a)=[G0(a)-1-vabG0(b)vba-vacG0(c)vca-vadG0(d)vda-vabG0(b,c)vca-vacG0(c,b)vba

　　　　　　　　-vabG0(b,d)vda-vadG0(d,b)vba-vacG0(c,d)vda-vadG0(d,c)vca]-1� (6)

序論
　芳香族化合物の典型物質であるアヌレンの示す
特徴的な化学的性質は、そのπ電子共役系の量子効
果に由来するものであり、その本性はヒュッケルに
よって初めて量子化学的に研究された。すなわち、
アヌレンのπ電子数が4N+2個の時には系に芳香族
性がもたらされ、6 π電子系のベンゼンの熱的安定
性と付加反応に対する不活性は、その典型であると
考えられた。1）その後、ナフタレン等の多環系への
芳香族性概念の一般化がグラフ理論を応用して行
われ、π電子共役系のトポロジーと電子物性の間の
関係が広く研究された。2、3）　また近年、4N 個のπ
電子を含むアヌレンが三重項状態では芳香族性を
示すという予測 4）が注目され、芳香族性に与える多
重度の影響が理論と実験の両面から活発に進めら
れている。5、6）

　このような芳香族性研究の現場で利用される数
多くの理論的指数の中でも、相原によって提案され
たトポロジカル共鳴エネルギー（以下、TRE と略
記）はグラフ理論とヒュッケル分子軌道法の両方に
基礎を置き、7）系のエネルギー的な安定化におよぼ
す様々な環状構造の影響を研究する際に有用であ

ることが知られている。8） しかしながら TRE の理
論では、エネルギー的な安定化を定義する際の参照
系が、空間的な構造として明示されていない。この
ため、現実の分子の分子軌道と参照系の分子軌道を
摂動論的に接続することができず、電子分布などの
分子構造に関する指数に与える環状構造の影響を
検討する際に著しい困難が生じていた。著者はこの
困難を解決するために、トポロジカル参照系の理論

（以下、TRS と略記）を開発し、その有用性を報告
してきた。9）

　本研究では、摂動系である現実の分子の軌道エネ
ルギーと非摂動系である TRS の軌道エネルギーを
対応付ける方法を、TRS の定義手順を再検討して
提案する。これによって、様々な多重度の系におい
て、TRE と軌道ごとの TRE への寄与である軌道共
鳴エネルギー 10）（以下、ORE と略記）を、理論的な
不確かさを生じさせることなく利用することが可
能となる。更に、提案した ORE の新たな算出方法
の有効性を示すために、4 個のπ電子を含む中性の
シクロブタジエンの芳香族性と多重度の関係 11）を
検討する。
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を得る。Fig.2 に模式的に示したように、Fig.1.1 の系における環状の相互作用伝播は、式（6）の右辺の第
5 項から第 10 項までの 6 つの項によって表わされている。そこで、従来はこれらの項を取り除き、次式で
TRS のプロパゲーターの（a，a）対角要素を定義した。

　　Gref.(a)=[G0(a)-1-G0(b)-G0(c)-G0(d)]-1  (7)

　ただしここで議論を単純化するために、環状の相互作用伝播を生じさせる摂動を 1 とし、エネルギーの単
位とした。また同様の単純化をほどこした摂動系のプロパゲーターの（a,a）対角要素は、式（6）の総ての
摂動を 1 とした次式で与えられる。

　　G(a)=[G0(a)-1-G0(b)-G0(c)-G0(d)-G0(b,c)-G0(c,b)-G0(b,d)-G0(d,b)-G0(c,d)
　　　　　　　　-G0(d,c)]-1  (8)

　従来は、式（7）と式（8）の極から得られる摂動系と参照系の軌道エネルギーを値の小さなものから順次
対応付け、それぞれの差から算出した ORE を合算することで TRE を求めてきた。しかしながら、2 つの独
立した系の軌道エネルギーを対応付けるこの手順では、軌道エネルギーに縮退がある場合等には、摂動系と
参照系の軌道エネルギーとの対応付けに任意性が生じてしまう可能性が残されていた。
　そこでこの任意性の問題を克服するために、環状の相互作用伝播を生じる摂動を TRS のプロパゲーター
中にあらわに残し、参照系と摂動系の間の総ての段階において有効な摂動参照系（以下、PTRS と略記）の
プロパゲーターの（a,a）対角要素 G（per.）（a;v）を、繰り込み摂動論 13）に基づく次式によって新たに定義
する。

　　Gper.(a;v)=[G0(a)-1-G0(b)-G0(c)-G0(d)-vG0 (b,c)v-vG0(c,b)v-vG0(b,d)v
　　　　　　　　　　-vG0(d,b)v-vG0(c,d)v-vG0(d,c)v]-1  (9)

　ただしここで、v は式（6）において環状の相互作用伝播を生じる項の相互作用を表す。式（9）で定義さ
れた PTRS の極から得られる軌道エネルギーは、摂動 v の関数として得られる。ここで、

　　Gper.(a;v=1)=G(a)  (10)
　　Gper.(a;v=0)=Gref.(a)  (11)

の関係に注意すると、摂動系の i 番目の軌道の ORE と TRE は、次の式によって定義することができる。

　　OREi≡ϵi
per.(v=1)-ϵi

per.(v=0)  (12)

　　TRE= νiOREi (13)

　ただしここで、ϵi
per. (v) は、式（9）の極から得られる PTRS の軌道エネルギーを表し、vi は i 番目の軌

道の占有数を表す。
　式（12）と式（13）で与えられた定義を用いれば、摂動の値の異なる同一系の軌道エネルギーの差とし
て ORE が算出されるため、摂動系と参照系の軌道エネルギーの対応関係に任意性を生じさせることなく、
ORE を用いた芳香族性の議論が可能になる。
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Fig.1　　Schematic diagrams of a polycyclic molecule and its unperturbed system
　　　　Broken lines indicate perturbations

Fig.2　　Some schematic diagrams of the interactions between a and d-b-c subsystems in
　　　　 formula (6)
　　　　Broken lines indicate perturbations
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理論の適用例
　前節で示した ORE と TRE の算出方法に関する一般論の理解を深めると同時にその有用性を具体的に示
すために、序論で紹介したシクロブタジエン 4、11）の ORE と TRE を具体的に求めてみよう。Fig.3.1 に示した
シクロブタジエンの非摂動系として Fig.3.2 の系を考えると、式（9）から直ちにシクロブタジエンの PTRS
のプロパゲーターの（a,a）要素、

　　Gper.(a;v)=[G0(a)-1-G0(b)-G0(d)-vG0(b,d)v-vG0(d,b)v]-1  (14)

を得る。ここで、鎖状系のプロパゲーターに関する次の関係式を用いると、14）

　　G0=   (15)

　　G0 (b)=G0(d)=   (16)

　　G0(b,d)=G0(d,b)=   (17)

式（14）は、

　　Gper.(a;v)=   (18)

のように、変形できる。また、式（18）の極から、直ちに PTRS の軌道エネルギー

　　ϵper.(v)=±   (19)

が得られる。
　式（19）の値は、v=1 の場合にシクロブタジエンの軌道エネルギーに、また v=0 の場合にはシクロブタ
ジエンの TRS の軌道エネルギーに、それぞれ一致している。15）　さらに、Fig.4 に示したように、v の値を
0 から 1 へ変化させた時、参照系と摂動系の軌道エネルギーは交差することなく滑らかに接続することが、
式（19）から確認できる。
　以上のことから、Fig.5.1 に示した電子配置のシクロブタジエンの TRS の電子配置は、参照系の一重項基
底状態ではなく、Fig.5.2 に示した三重項励起状態で与えられる。その結果、ORE と TRE は、

　　ORE1=2-1.848=0.152  (20a)
　　ORE2=0-0.765=-0.765  (20b)
　　ORE3=0-(-0.765)=0.765  (20c)
　　ORE4=-2-(-1.848)=-0.152  (20d)

　　TRE=(2×2+1×0+1×0)-(2×1.848+1×0.765+1×(-0.765))
　　　　=0.304  (21)

　となり、開殻状態のシクロブタジエンが環状の相互作用伝播によってエネルギー的に安定化されるとい
う、実験データと矛盾のない結果を得る。ただしここで、v=1 としたことでエネルギーの単位が負の量とな
るため、エネルギー的な安定化は正の値で示されることに注意しよう。
　また、ここで得られた参照系と摂動系の軌道エネルギーの対応関係から、対称性の低い中性のシクロブタ
ジエンは環状の相互作用伝播によってエネルギー的に不安定化されることが容易に予測できる。すなわち、
シクロブタジエンの不安定性はその対称性に依存し、D4h の対称性を持つ正方形のシクロブタジエンでは三
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重項ビラジカルの電子状態による高い反応性が、また D2h の対称性を持つ長方形のシクロブタジエンでは環
状の相互作用伝播によるエネルギー的な不安定化が、それぞれの系の不安定性の原因となっていることが示
唆される。

Fig.3　　Schematic diagrams of cyclobutadiene and its unperturbed system
　　　　Broken lines indicate perturbations

Fig.4　　Correspondence of the orbital energy of cyclobutadiene and the orbital energy
　　　　 of its topological reference system
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Fig.5　　Electronic configuration of cyclobutadiene and its reference system

結論
　摂動 v を変数として、摂動系すなわち現実の系と
トポロジカル参照系を同時に内包する摂動参照系
を新たに定義した。これによって、摂動系の軌道エ
ネルギーとトポロジカル参照系の軌道エネルギー
を摂動 v によって系統的に関連付けることが可能
になり、軌道共鳴エネルギーとトポロジカル共鳴エ
ネルギーの算出に伴う任意性を解消することに成
功した。
　新たに提案した方法論をシクロブタジエンに応
用した。得られた結果には、従来の方法で得られた
ものと異なるところはなかった。しかしながら、こ
こで提案した摂動系と参照系を直接関連付ける方
法は、複雑な電子配置を取る系において有効である
と期待できる。
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