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非対称非線形要素 (第1報)

嶺 勝敏＊・足立宜良＊＊

＼1. まえがき

実際の自動制御系は多かれ少なかれ非線形性を持って

おり厳密に云えば，すべての自動制御系は非線形と云っ

ても過言ではない. 線形自動制御系の解析研究はほとん

ど完成の域にたっしているが非線形自動制御系は末解決

の点が残されている. 

 非線形自動制御系を解析したり設計したりする方法と

して一般に次の場合がある1)2). 

 a. 微分方程式による方法

 b. 位相面解析法

 c. 記述関数による解析法

 d. アナPグ計算機による方法

 e. 統計的方法

 我々は非線形要素を含む熱系プPセスの解析を行って

来た3)4)が，Cの記述関数法による解析に関連ある2つの

点について研究したので報告する. 

 記述関数法による解析において，記述関数の方程式上

の取扱いに不備な点がみとめられたので伝達関数の表現

に使用されるラプラス変換を用いて記述関数を定義づけ

る方法をとった. すると方程式上とりあつかいがスムー

ズに行われることがわかった5). 従来記述関数法は非線

形制御系の定常解を求めるために用いられてきたが，こ

れを拡張し，近似的に過渡応答の算定にまで応用されて

来ている. 

 非線形要素の解析はほとんど対称非線形要素であって

非対称非線形要素の解析はすくない. したがって種々の

対称非線形要素の記述関数表7)はあるが非対称非線形要

素の表がみあたらないので早算より求めた記述関数を表. 

にしてあらわす. 
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図1において，入力を
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とすると非線形要素の出力波形は，ひずみ波形となる. 

このひずみ波形が周期関数であるときブリェー級数展開

による一般式は

         
・(の一国・・＋渦卿・剛

           
         ＋Σbn cos・ndit   (2)
          n＝1
となる. しかし自動制御系に非線形要素が含まれている

場合について考えると系の機成要素は低域ブイルター的

な特性(多次元の積分的要素のためと考えてもよい. )

のものが多いから系全体の動作は主として基本波成分だ

けによって支配され高調波の存在を無視しても大勢に影

響しない場合が少なくない. 又定常項α・については系

が自励振動している場合，及び周波数応答の場合には考

える必要はないと考えられる5). 

 以上のことを総合すると，出力の②式は基本波成分だ

けとなり

  . y(の＝・alsindit十blcosω'               (3)

となる. 伝達関数の定義にしたがって，(1)(3)式をラプラ

ス変換すると

  Lx(の＝Xω/(s2十ω2)             (4)

  Ly(t) ・＝ a1 ・)/(s2＋ω2)＋biS/(s2＋ω2)   (5)

となり，(5)式を(4)式で除した式をN(X，β)とおくと

  2＞(X， S)＝・L，夕(の/Lx(t)＝al/X十bls/co 一￥    '(6)

(6)式は，S領域における一種の記述関数と考えられる. 

周波数伝達関数はS ・foとおいて

  ノV(X，ブω)＝a1/X十ブbi/X         (7)

        ＝a＋ノδ             (8)

ただし，a ・・ ai/X， b＝ b1/Xで共に入力最大振巾Xの関

数である. (8)式が一一般の記述関数である. (8)式を表示方

法で分類すると下記のように示される. 

 直角座標表示:1V(X，ブω)＝a＋ブb

指数関数表示IN(X，ブ。)一Va・＋b・ejt・r1・/b

 極座標表示 :N(X，ブω)＝・γ/δ2十b2/tan-la/b

 (7)式のal及び∂1は個々の場合によって次の式で計算:

しなくてはならない8). 

…÷1;1・(・つ醜・d(ωの (・)

防一÷∫身・＠の一・d＠の (ld)

ただし，変数碗の関数)，(tut)が2πなる周期をもって

いる場合である. 
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   5. 記述関数の求め方(非対称非線形要繁)

 記述関数の求め方としては簡単な要素の例7)9)はある

が，複素平面を用いて積分範囲に必票な電気角を決定す

る複雑な例はみあたらないようである. それで非対称不

動帯要素及び非対称パックラ'iシュを例にあげて電気角

の求め方からくわしく記す. ・
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 図2の非対称不動体の入力をx(t) ＝Xs inωt 2すると，

出力波形より次の三つの場合につい七分けて考える必要

がある. 
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i)δ1/x≧1の場合図2から明らかなように

  N (x， jw) ＝＝O

となる. 
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図5 非対称不動体出力波形

である. (n-a)≦ω'≦2πで⑳(ωの＝0である2以

上のことをまとめて表1に示す. 

表1
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図3 入力の極座標

 釜i)δ2/x≧1≧δ1！xの場合 図3において入力最大娠

巾Xを半径とする円を描き'‡＝ Oのとき，Y麟との交点を

0点とする. t ・Oの点すなはち0点を出発点として時

計方向に時間と共に入力が変化すると考えるとt、だける

時間経過でX軸方向ee Xsinωtlだけ振幅が増したことに

なる. 図3をもとにして図2に関連した図4の電気角決

定図を考える. 図5の横軸にδ1を記入しこの点に垂綜を

たてる. その点をA，Bとする. 0点を出発してA点ま

での電気角αでは図2より出力はない。A点からB点ま

での電気角範囲，α＜ω'〈(π一α)では出力y(cat)は

図2より、

  y (wt) ＝＝' Ki (x 一一 6i) ' .  .  (11)

ただし，aは図4より

  a＝sin-16i/X aZ
 次に表1をもとにして(3)式の係数a1，b1及び直洗分ao

を公式で求める.  (計算は付録1参照)

a・一2 M…(・in一・安)＋δ・sin一喫一三抽

  ai ＝！g212！iX( i 一一1｛sin-i 一」？t

            ＋Slet＝cos(sin-i-let)｝) ae

  bi ＝o ' (IS
したがってδ2/2く≧■≧δ2！xの場合の記述関数はag，㈲

式を(7)式に代入することによって得られる. 

N (x .  fo) ＝K-zi i i 一1 ｛sin-i 一3｝t

         ＋安…(・i・一・劉〕 q6)

 a6)式の複素数部は零であるからこの記述関数は入力最

大振幅Xのみによってゲインが変化し，'位相には何ら影

響はない. 
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 図5はδ2/X≧1≧δ1/Xの場合の非対称非線形の出

力波形である. このようにかわった半波整洗波形に. 近似

するわけであるから(13)式のようにα・≠oとなり筆洗分が

存在するわけである. 

 iii)δ2/X〈1の場合 この条件下の図2の出力波形

は図6のようになる. この波形の電気角を図7を参照し

前節同様にしてまとめると表2になる. 

y(t)

 Ki(X一 6，)

n 十 vBi2n一 B 3iT 一a

Ki(一X十6，) wt

   ＋ ｛;一(n一 2 sin7i-lltt)一一23i6｝22cos (sin-i 11xllt)｝) 〈1g)

  bl ＝＝o 一: (20)
したがって(19)，(20｝式を(7)式に代入して得られる記述関数

はb1 ・oより

  N(X.  1'w) ＝ai/X el)
の形になり，ゲイン及び位相に関してはa6)式と同様な関

係である. 

3-2 非対称バックラッシュ

次の2つの場合に分けて記述関数を求める. 

a n-a

図6 非対称不動体出力波形
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 i)δ/X≧1の場合 図8の非対称パックラッシュの

性質より明らかにッ(dit) ＝ oであるから記述関数は

  N(X， fo) :o

となる. 

 ii)δ/X＜1の場合 図8と対応させて図9の電気角

決定図を得る. 前章同様にして電気角を決定してまとめ

ると表3になる. 

o

Ki(x-Di＞

o

K2(x十62)

o

ただし，α，βは図6より次のようになる. 

a ＝ sin 一iLXtt B ＝ sin 一i 一Ktt a7)

表2をもとにしてao， a1及びbl一を計算で求めると

ao＝ 1;(Ki( 2 cos (sin-i 一illtt) 一' 一llit (n 一 2 sin-i6-xi)｝

  ・一一K2｛ 2 cos (sin-i ！lft;一一lllit;(z 一一一 2 sin'i-iVt))) as)
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        図9 電気角決定

ただし，

  (x :sin-16/X， B＝cos-i(X;一一2D)/X f22

 前章同様にα0，al， blを求めるわけであるが，この

場合出力y(t・tJは表3より零になることがないので各々

につき7回積分を行なって和を求めることによって得ら

れる. (付録2参照)したがって，直流分aoは
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 以上2つの例を書V｛たが代表的非対称非線形要素9個

につき計算により求めた記述関数を附表にまとめて示

す. 

Ki (x 一一 6)

Ki(X-6)

Ki(x＋6)

K2(x十5)

一K2(X-6)

K2(x 一6)

  . ，. . K！'i;！3！3rK3｛2，/tt-62-2v！g6'＝ET. 

   ＋ 2 ssin-i31 ＋ (x一一 2 6)cos-i(￥' 2 6 )｝ e3)

al， blを計算して⑦式に代入すうと非対称バックラッシ

ュの記述関数は次のようになる. 

M瓦ブ・)一κ1 ﾜ雲2〔号＋・i…'(xを2δ)＋

      与亜…｛・in-1(唱X￥δ)｝

       ＝ブ4(1L-x6)〕   ‘ ・eo

 ⑳式から明らかなように複素数部が零でないから，入

力最大門守Xによってゲインのみならず位相も変化す
るA). 

4. ま  と  め

y(t)

  Ki(X-d)

n十al ' /. wt，

 記述関数を定義づける方法として従来と異なり，伝達

関数の定義と周波数伝達関数定義の手法を用いた. する

と方程式上の取扱いが不ムrズに行われ，近似的に過渡

応答の算定に. まで拡聾解訳でき'る点に意義がある. 

 非対称非線形要素の記述関数の計算例がうあたら. ない

ので解説し，代表的要素を計算して表にしてまとめた. 

今後の方針としては，圃 �ﾎ称非線形螺を含む自励振

動系において，みかけ上消えるところの定常項・・の問

題，およびナイキスト線図上での安定判別に必要な1/

Nの軌跡を求める予定である. 

 本文作成にあたり御指導いただいた，山大工学部戸田

講捕，計算を援助していただ陸た学牛福井，足立両君に

深く感謝します. 

  ニ

Σ％％＋β 一''K2 (X一一・ '' )

図10一パジ'クラシシーユ出力波形
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付 録

 〔偲録1〕⑬，個および㈲式をみちびき出す. 

i)113)式の誘導

  ao＝一; ！ . r，i y(ditt)d(tut) '

上記の公式に表1の条件を代入して

a。一

P ！ z一αK、(・一一・、)d(・の一三～r(X・inwt一δ・)姻一箏〔二…繭の7α

   一 lliL' ｛ z' xcose 一，6i (n 4 z 4) ｝i

㈱式の条件を代入して整理すると
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  a・一2餐1X…(・ir1安)＋・・sin-1安一弩｝       a3)

ii)(1の式の誘導 (9)式より

  ・・一÷∫究・(ωの・i・・td(・t)

上式に表1の条件を代入して
。＿孚lr(X・i・・t一・、)・i・・td(・の一箏lrα｛穿(・一…1・t)・一δ・si・・t｝d(・t)

   :(1:. 121iX(S(n一 2 a)'＋ 一X2 sin 2a一 26i cosa ］

q2)式の条件を代入して整理すると

  の一畢〔・一｛呈・in一・餐＋安…(・in一・安)｝〕      aの

iii)(15)式の誘導 ⑩式より

  ∂、一｝1究・(・の…tut・d(・t)

同様にして

b・一孚lrα(X・i・・t一δ1)…Q・t d(・の一二〔一二・・2・'一・・si・・t〕Z;α一・ aS)

 〔付録2〕ao， alおよびδ1について各々7回積分を行う，と書いたが例としてalのみ重こついて積分式を考えるこ

とにする. (9)式と表3より

  a、一÷｛1τ齢一・)d(・t)＋∫:/2K・(X一δ)d(・の＋1葬信＋βK・(X一δ)d(・t)

   ＋購βK・(・＋δ)d(・t)＋∫ノ彪2齢＋δ)d(・の一B彰茎＋βK・(x一δ)d(・の ‘

   ＋！ i. n/，＋3 K2(x-6) d(. t) ｝

となる. この積分計算を行い⑳式の条件を代入することによってalが得られ、る・
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