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波形解析における最適波形と力学の応用

大久保 明 伸＊

Optimum wave and application of mechanics in wave ' ≠?≠撃凾唐奄? 

Akinobu OHoKuBo

                        Abstract

Thjs paper describes uncertainly prjnciple in wave analysis.  The uncertainly principle and the optjmum

wave are given by solution of next differential equation. 

        d2F
        ｝'iEsii2一 ＋ op2 (i ＋ Z H(tu))F＝ o

By useing Lagrangian (. cl＝''t F2(to)一F2(tu) )， this equation is given， which is knovyn as schr6dinger

equation jn quantam mechanics. 

The solution of the equation js orthogonal functjon. 

The min mum value of uncertainly is-lt and the wave form is gaussian pulse. 

This idea is given by Newton equation (F＝mp) and mechanical analysis. 

  1. ま え が き

 ハイゼンベルグによりある原子的な系の振舞いを記述

する特定な組 (直交座標xとそれに対応する運動量の

x軸成分Px)をとるとこの二つの変数を同時に小さ

くすることはでぎないことが証明されている1). 

 この事実は量子力学において不確定性原理としてよく

知られている. 

 また波形解析に用いられるフーリ土変換対におけるパ

ルスの時間幅と帯域幅も同時に小さくできない2). 

 この二つの系の類似性はそれらの系の波動性によるも

のである. 

 さらにこの不確定関係は標本化定理と密接な関係をも

つことが指摘されている3). 

 本論文では波形解析における不確定関係を定量的に論

じ不確定性を満足する最:適な信号波形をもとめる. 

以下次のように信号波を定義しておく. 

信号の時間表示をf(t)，周波数表示をF(ω)とすると

次のフーリエ変換の式が成立する. 

                F(・)一1一♂(t)exp(一ノ・t)dt (・)

    炸去∫な(・)・xp(ノ・・)d・ (・)
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 信号波の規格化条件

  1二1川・4t一関1二IF(・)1・鯛一(3)

が成立するものとする. 

 信号波の時間幅(△t)，帯域幅(△ω)は原点のまわり

の二次モーメントを用いて定義する. 

      ロ  の  (△t)2-L‘・1綱・4'但し有限の搬7(4)

(△ω)・一1愚・IF(・)1・d・但し有限の場A2

                       (5)

2. 時間幅の有限な調和波の波動方程式

 信号波をf(の・＝K6xp(ノω')とするとこれより下の徴

分方程式が得られる. 

  4誰)＋・・炸・

(6)の一般解は

    ノてt)ニ＝Asintut十BCOStot

境界条件をf(T2)一f(一号)一・とすると

     rDT          di T
  A sint'L＋Bcos‘ii':一＝O

     tu T           tu T
  B cos一?;'一 一 Asin :SL＝ o

(6)

(7)

(8)

(9)
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よって(6)の解は

       り   f(')＝＝AsinT t但しn＝2，4，6・・…・ (10)

         
  f(t)＝βcos-了｝t但しn＝1，3，5……  (11)

⑩，(11)が規格化条件(3)を満足するためには

  詞イ÷である. 

従って規格化された解は

  f (t) ＝＝ 1/一i2F一 sin 一1il''1 t n: 1estw (iz)

  f(t)＝1/;一 cos！1'I t n: caX (i3)

働，(13)は正規直交関数であるから時間有限なパルスは，

この関数系の適当な一次結合であらわすことができ・る. 

次に微分方程式(6)はニュt・一一一トンの分程式より導びくこと

ができることを示す。

ニュートンの微分方程式

      . .  . .  ・・ d2x
           x ＝ ｝li，ii'5 (i4)        但し    F＝＝ mx

はある意陳では力の場を移動する粒子の最適な軌道を示

す徴分方程式である. 

(14)でFは力，mは質量， xは位置である. 

ニュ. ・一トンの徴分方程式個はas)よb，'nc分原理を用いて叫

びくことができる. 

ラグランジアンを次の式で定義する. 

  ∠吋)一｝戯'一7(x)    (・5)

 ここでV(x)はポテンシャルで次の関係がある. 

    r＿F＝＿三二            、           (16)

       ox

積分原理を要約すると系の時刻t・～t・で実際に・と得る

状態は次の変分が零になるような運動である. 

これはハミルトン原理として知られている. 

   6S:2， . C(x， ab)dt＝O (i7)

(17)を満足する職分方程式は下のオイラー一，ラグランジュ

の方程式である。

    一4一 一94t 一 4Lt 一〇' (is)
           ox    dt       ∂歯

(151を(18)に代入すると(14)が得られる. ここで信号波の場合

のラグランジランを作るために下の対応をを考える. 

三三(19)

 故に信号波に対応するラグランジアンは

    一C ＝ 一Elb，一 f2(t) 一f2 (t)

(2睦(18)IC代入すると次の式が得られる. 

    did'1'm2(LL)＋di2f(t)Lo

(20)

(21)

これは式(6)と同一であるので解(12)，個はニュ・・一トの方程

様式を解て得られる粒子の軌道に対応している. 

この意昧において解(12)，(13)は最適である. 

(19)で一階の徴分に対応する項は次の式よりパルスの帯域

幅に関係していることが分る. 

パサバールの関係より

  (A. )2＝ 一211. it一 i to2 1 F( to) 1 2dto ＝ S f2(t)dt (22＞

一般力学によると系のラグランジアンは

  X＝＝〔運動エネルギー〕一〔ポテンシャルエネルギ〕

   ＝T-V (23)
なる関係がある. 

. 信号波においてもポテンシャルをf2(t)，運動エネルギ

ーをパルスの帯域幅に対応させると波形解析で知られて

いる概念が得られる. 

この様子をFig. 1に示す. 

このような対応は力学系を電気系におきかえる出合など

によく用いられている. 

以上の考察は時間制限をされたパルスに関するものであ

るが;・. 伺様にして帯域制限されたパルスではブーリェ変

換の対称性により次の式が尊びかれる. 

  . C'' ＝''， le2(tu)一F2(tu) (24)'

  馨塑＋・・F(・)一・   (・5)

            2
帯域の制限条件を. 1ω1≦iとすると次の解を得る. 

  F(・)イ÷・i・響ωn・偶数 (・6)

  F(・)一ノγ÷…肇…徽 (・7). 
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  3. ブイルターをもった系の露分方程式

 今までの考察はいわば物理系の自由振動に対応したも

のである. 

前のラグランジアン形式をハミルトニアンを用いて記述

する. 

正準変換より

    ∂∠し

  s ＝＝ :i'lr:7， (28)     Of

   January 1971
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'r ＝O
T＝ oot v＝o

v＝ oo

一一・・一・・ )b

 (a)インパルス (b)直 流

T＝a

V＝＝b

. ，一. . . . m，・一一・一

撃
戟

  (c)任意のパルス

Fig・一一1波形とエネルギーの関係

とするとこれは力学では共役運動量とよばれている. 

これを用いて次の式より定義されるハミルトニアンを導

びく. 

  H?9一一C(f， f) (29)
   一ま，ノ・＋ノ・

このハミルトニアンHは系の運動エネルギーとポテンシ

ャルエネルギ■・・一・の和になって系の全エネルギーをあらわ

している. 

従ってこの系は保存的な系であると考えられる. 

      dH
保存系の条件冴＝0より式as＞が得られる. 

次にフィルターをもった系を考える. 

ブイルターの出力はシステム関数をH(ω)とすると次の

式が成立する. 

  恭rl田(・)F(・)1・d・＝＝K  (3・)

従ってブイルターをもった系のラグランジアンは式㈱の

条件のもとに式⑳のうグランジァンが積分原理を満足す

るようにするとよい. 

従って新しいラグランジアンはβをラグランジュ定数と

して次のようになる. 

  . tC＊＝''， ib2(di)一F2(to)＋B 1 H(tu)F( tu) i 2 (33)

このラグランジアンに対して積分原理を適用すると次の

徴分方程式が得られる. 
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  d2F
  謳＋η2(1＋βH2)F＝0        (34)

㈱はフィルターをもった系の最適波形の溝足する徴分方

程式である. 

これはスチュルムリゥヴイル型の方程式で量子力学では

シュレディンガーの波動方程式として知られている. 

(鋼)においてH(ω)＝0とするとブイルターをもたない系

の方程式㈱になう。

       d2
   S2＝一ヨ評一βHl

とすると㈱は次のようになる. 

  K2 F( tu) ＝＝ op 2F( di) (35)

㈲より次の二つの式を作る. 

  F2＊9Fl＝op 2，FI F2＊ (36)
  F1 9 F2＊ ＝＝ op FI F2＊ (37)

但しFl， F2は㈲の異なった固有関数でありF＊は

その共役関数である. 

(3⑤一一(30より

∫魑W・一職・)d・一( 2  20pJ-v 1 '2)ド『・肺

部分積分法を左辺に適用すると

左辺一 酔m竪理馨1)d・

   一瓦誓一鰐｝隠

  昭和46年1月
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↑ ⑤(F 「

n＝0 ，n＝1

N

n＝2

↑ 畠 ( F
n＝3 n＝4 n＝5

 ＝0
     

ηキη であるから
1   2

  ドF・F2・d・一・

  。 一〇〇

→       一一一一う       ・→
  6         g         e

      Fig一一一2 F(ξ)の波形

                d21                     dl
                癖一2ξ一雇F一十(a一 1)1＝0

              働はエルミートの方程式である. 

となり(34)の解は直交であることがわかる. 

ここで圃の具体的な問題を解てみよう. 

(38)

フィルターとして書分回路を持った系を考える. 

H(ω)＝ノωであるから㈱は次のようになるる. 

   d2F
   iEsi2T＋v2(1-BtD2)F＝O (3g)

ここで次のような変数変換を行う. 

  e＝Ktu， K4＝一v2B， Z＝＝ LRopi-g

    d2F
  ・■■ 雁＋(λ一ξ2)F＝0                (40)

となる. 

㈲の解はξが十分大き'いところではξ2Fの項のみを考

えるとよい. 

従って⑳の解の形を次のように仮定する. 

  F(e)一i(e)exp (一一II-e2) (4］. )

㈲を㈲に代入すると次の1(ξ)に関する徴分方程式が

得られる. 

               Res. 

(42)

また働はλ＝2〃十1の場合しか解をもたないので＠隠

次のように書きかえられる. 

  d21      dl
  漂Σ一・2ξtヲξ十2nl＝O

             an
  . '.  ln ＝(一 1 )nexp(e2) 5？i. Texp( 一e2)

たとえば

  10＝1， 」r二2ξ， J2＝4ξ2-2

(43)

(44)

故ec(40は規格化定数をN. として次のようかかれる. 

   F.  (e) ＝ Nn ln (4)exp ( 一 一ll-e2)

規格条件より      '

   去∫二IF(・)1・d・」鍛2

           S doo. Hn2' (g)e-e2d. 一‘＝ 1

より

  Nn一( KVn 2''n！. )i

この規格化された解をFig. (2)に示す. 

(45)

(46)

          n＝ Oの場合にはF(ω)はガウス形の分布になる. 

           これよりフーリエの逆変換によりf(t)を求めそもや

Rep.  of Ube Tech.  Coll. ， No. 12 January.  1971
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はりガウス形のパルスになる. 

この波形があらゆる波形の中で不確定性が最小になるこ

とをあとで示す. 

  4. 波形の不確定関係

 まず時間制限されたパルス波の不確定関係を求める. 

解はすでに(12)，㈲であたえられているので，ただちにフ

ーリエ積分を実行して次の値を得る. 

   (△・)・一去∫愚・IF(・)1・d・

      一(巫T)2   (47)

従ってパルスの時間幅はTであるので次の式が成立す

る. 

      T・△ω＝nπ        (48)

これはTを無限に小さくしてゆくとパルス幅△ωは浅

き'くなる. 

この様子はFig. 2で示した. 

その事実を定量的に示したものである. 

同様に帯域制限をうけた波形では

        ガ     2(△t)一一7         (49)

すなわち帯域を一点に集中さすと時間幅は無限に広くな

る. 

今までの解析はある種の条件を受けたパルス波の不確定

関係であるがシュワルツの不等式を用いると不確定値の

最:小値を求めることができる. 

(△ω)2(△')2一(カD四物)(ド脾(')dり

     一(ド1(t・ 一〇つ)・dt)(∫塁・ノ・(t)dt)

     ≧(ドtfidt齢 一〇〇)2

  ∫亀加一一去∫1∫(t)1・dt

      一一号

  ∴(△・)・(△')・≧÷

           1
    ∴(△・)(△t)≧』7     (50)

㈲の等式が成立することがある場合には次の関係が成立

することが必要である. 

     ∫(t)＝θげ(t)          ・(51)

この解は

    f( t) 一A exp (￥t2) (s2)

である. 

これはかウシャンパルスである. . 

すなわち波束の不確定関係の尉値は静あることを示

している

この関係は高次の不確定性に拡張され次の式が成立4)す

る. 

      (A(v)(At)，1.  (n＋Ll17) (53)

また文献(5)によってサンプリング定理と密接な関連があ

ることが指摘されている. 

5. 結  言

 以下の解析は最近かなり多くの人々によって解析され

ている. 

最適波形の徴分方程式がニュトンの野分方程式に関連し

ていることは興昧深い. 

またフィルターをもった系の徴分方程式はシュレデイガ

ーの波動方程式になっていてさらにフィルター一一のシステ

ム関数の2乗は量子力学のポテンシャルに対応してい

る. 

さらに量子力学におけるボアt一・・の相補性の原理を適応す

れば実験的にも意味のあるものである. 

本論文では集申定数系をあつかったが分布定数系に拡張

するのは今後の研究課題である. さらにハミルトニアン

形式での問題の解析も興昧ある問題である. 

最後に嶺助教授，土井助教授におせわになったことに深

謝の意を表す. 
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