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接線方向の成分を有するキネマティック方程式

吉川周二＊，熊谷聡美†，中川晃子†，大引浩一＊

Kinematic Equation wi七h Tangen七ial Component

も Shuj i Yoshikawa， Satomi Kumaya， Akiko Nakagawa， Koichi Osaki

Abstract: Kinematic system of equations， which was proposed by Mikhailov et al. ， is a mathematical

model for dynamics of wave patterns in excitable reaction-diffusion systems.  The kinematic system has

been good agreement with various wave behavior， however， there are mathematical diMculties such that

the time evolutional equation for curvature of wave in the system does not have explicitly expressed

tangential component.  ln this report， a new kinematic equation with explicitly expressed tangential

component is derived in the same assumptions as Mikhailov et al. 

1序
 キネマティック方程式は興奮反応拡散系の進行波のダイナミクスに対するモデルとして提唱された方程式であり，例え

ばBZ反応に現れる進行波の形状などがその対象である. この方程式については例えば，［1］，［2】，【3】などの文献に解説され

ており，具体的には曲線の曲率kと曲線の長さしについての方程式系で次のように表される:

          警＋(f，'kVdξ＋G)警一一バγ一箒一〉・，・＜1〈L(の，  (・)

          警(ち・)一一σ欝(ち・)，t＞・，        (2)

          lt｛k(t，L(t))｝ ＝＝ ［ltt(t，L(t))＋3/(t，L(t))1il/÷ ＝e！Zl/i(t，L(t))， t＞o， (3)

          奮イ嗣一い〉・，      (4)

          L(O) ＝＝ Lo， (5)
          k(O，1) ＝＝ ko(1)， O〈1〈 Lo.  (6)
ただし，V(1，t)は弧長1での曲線の法線方向の速度， G(t)は弧長0の端点での曲線の接線方向の速度， di！(t)は弧長L(t)の

端点での曲線の接線方向の速度を表している. 特に，V， G， Gは，定ta Vo， D，70， K。を用いて，次のような定義で与えら

れる:

 v(孟，の＝Vo-Dk(彦，の，

σ(の＝ツ。(Kc-Dk(診，0))，

σ(t) ＝ 70(Kc 一Dle(t， L)). 

(7)

(8)

(9)

 この方程式は非局所項の付いた放物型の自由境界問題であり，この種の方程式は一般に取り扱いが難しいとされている，

その為，時間発展の方程式の理論的な結果は，筆者等の知る限り現在のところ，可解性すらまだ知られていないようである. 

この発展方程式についての数学的な解析を行うのが我々の目的である. 

 本稿では以下の点に注目した研究をまとめたものである. この方程式は，1＝ O及び1＝しの両端点において，方程式と

境界条件が一致していないことに注意する，すなわち方程式(1)において1・Oとしたものと(2)，及び(1)において1＝・し

としたものと(3)は一致していない. これは，曲線の発展における各点での速度に接線方向の成分を明示的に表示しないこ

とに起因すると考えられる. 
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 そこでまず方程式の設定から見直してみたい. 方程式(1)一(6)は曲率んと弧長しについての方程式である. 曲率と弧長

は曲線が定まれば決定される値である. そこで，我々は一般座標系でパラメータ表示した曲線自身を未知関数として，方程

式を再導出することを考えた. まず図1のように，時亥膨での曲線K(t)をK(t)＝｛(ノ(s，t)，g(s，t))is∈［O，1］｝で表現す

る，弧長パラメL・・一・タsは規格化したものをとることに注意する. 

e(t)

s ＝1

ヴ(s，t)

島(s，t)

(ノ(8，t)，9(8，の)

×
VN (s， t)

K(t)

G(t)

s＝O

 図1新しい設定

 曲線の法線方向についての速度VNの条件は(7)と同様に定義する. すなわち，曲線の曲率は

                        ∫889ε一∫8988
                      ん＝
                            ヨ                        (ノ:～十9ヨ)互

で表されるので，
                  VN(、，t)＝％＿Dム・9・一曇・(、，t)

                          (f. 2 ＋g. 2)7

で定義する. ただし，VoとDは定数とする. また曲線の接線方向の速度VTの条件を次のように与える:

                  VT(s，t)＝一(1-s)G(t)十sG(彦)，

(10)

(11)

(12)

ただし，GとGは(8)，(9)と同様に，

                 σ(の一7・＠≒鮮・(ち・))・

                 σての一〇r・(K。一D∫889・一ノ警・(ち・    (f. 2 十 g. 2)5))

で定義する. この条件(12)が曲線の接線方向の速度を明示した式である. 

このような条件の下欄の時間発展を考える・x・一(f，g)，A:＝ (一〇i 6)とすると，導かれる撒は以下のよ
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うになる:

             x・ 一(r-1. 19一:P. 一Dva's一;4isIXsl U IXsl‘)AXs＋一(1一1葺～昇＋E1GL xs，            (・3)

             X・・(…t) ＝＝(論一D端1譜)AX・・(・，・t)一二三，  (・4)

             Xt(・，t)一(論一DX譜)AXs(・，t)＋粛姻，  (・5)

             X(s， e)＝Xo (s).  (16)
この方程式の導出が本稿の主な内容であり，次節で与える. 方程式(13)一(16)は規格化した塾長パラメータと時間について

の関数についての方程式であるため，固定境界問題となっている. また非局所項も現れていない. ただし，方程式が準線形

方程式となっている. 

 曲線K(t)が分かれば，曲率kは(10)で，弧長しは

                      五イ(f2＋9書)Sds

で与えられることに注意したい. 

 今後の研究の展望としては，次のような問題が考えられる. この方程式(13)一(16)は流体の問題で有名なラグランジュ変

換のような変換によって(1)一(6)と同値な方程式であるのかどうかを調べたい，もし，同値であるのであれば，(1)一(6)にお

いても接線方向の速度を暗示的に仮定していることを示しており，(1)一(6)の物理的な正当性を保証することができる. ま

た，同値であれば，(13)一(16)の可解性を証明すれば，(1)一(6)の可解性も証明することができる. 仮に，同値でなかったとし

ても，この方程式の解の性質を考察し，BZ反応の現象をうまく再現しているのであれば，こちらの方程式をBZ反応のキ

ネマティック方程式として採用することも出来る. 

2工程式の導出

                            づ 時刻tでの規格化された弧長パラメータsにおける速度はV(s，t)で与えられるので，

                                    り              (ノ(8，t十△孟)，9(8，t十△t))＝(ノ(8，の，9(8，¢))十γ(5，の△舌

と書ける. 故に，

                    ∂          →
                    蕊(ノ(s，t)，9(s，t))＝v(s，t)

        りが得られる. またV(s，t)を，
                     ロゆ                ロゆ                 コゆ
                     v(8，t)＝VT(8， t)十VN(s，t)

              ゆ                                                             ゆ

のように分解する. ただし，VT(s，t)は曲線の接線方向の成分， VN(s，t)は法線方向の成分を表している. 

 ここで，仮定より，

                     ゆ                                               り
                   liVT I(s，t)＝一(1-s)G(t)十sG(t)，

                      づ                     lV｝vI(s，t)＝Vb-Dk(8，の

を満たす. 曲線の接ベクトルは(ノ。(s，t)，g。(8， t))，法線ベクトルは，(g。(8， t)，'一 fs(s，t))で書き表されるので，

                                 VN (・， t)一1協1高一藷辞(熟)(9・・(・，・t)，一一・fs(・，t))・

                    コゆ                                            
             VT (・， t)一1協1島一一(≒表辮毒嵩)(f・・(・，・t)・9・(・，t))

と書ける. よって，(17)一(20)をまとめると，

                       Vo-Dk(s，t)
            (ft(8，t)，9t(s，t))ニ                               (9。(8，の，一ノ。(8，の)
                       ∫2(8，の十92(8，の

                       ＋一(1-8)σ(t)＋sG(t)(fs(，， t)，9s(，，t))

                         9書(8，t)・十∫2(8，t)

(17)

(18)

(19)

(20)
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 と表わせる. 曲率んは
                        fssgs-fs 9ss
                      ゐ＝                                                       (ヂ2十9蜜)7

 で表現出来るので，方程式は，

            f・ ＝:(燕9ξ一D悔緋＋一(1蒜詔ム，  (21)

            9・・一一(着92-D讐調ゐ＋一(1凄籍那  (22)

 となる. さて，ここでX(s，t):＝(ノ(8，t)，g(s，t))とおく. また一90度の回転行列をAで定義する，すなわち，

                        ell)

 とすると，方程式(21)一(22)は

              Xt一(論一難約脚一(1「髪罫＋ELGXs

 と書き直すことが出来る. 

  境界条件についても全く同様に証明でき，これらをまとめると以下の方程式を得る:

             Xt一(k. g，. 一DlllE・，e. . ，一41［£s一;A，. XsIXsl V IXsl‘)AXs＋《1一農昇＋EYGLx・，

             Xt(・，t)一(論一D等讐)AXs(・，t)一粛如孟)・

             Xt(・，t)一(論一D凡1玉転)AXs(・，t)＋粛端(・・t)，

             X(s，0)＝Xo(s). 

 このようにして，新しい設定でのキネマティック方程式(13)一(16)が導かれる. 
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