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正規分布でも、独立変数の値が大きくなると

バラツキも大きくなるときは、ベキ法則で近似できる

松浦利治・

Normal Distribution， which the variance increases with increasing

independent variable value， can be approximated to Power-law

Toshiharu MATSUURA

Abstract : Both Normal Distribution and Power-law are often observed in natural and social fields.  Normal Distribution

is symmetric but Power-law is asymmetric.  But if the standard deviation of the Normal Distribution is proportional to

the value of the independent variable or its power， the Normal Distribution can be approximated to Power-law.  Normal

Distribution， which the variance increases with increasing independent variable value， can be approximated to Power-

law. 
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1. はじめに

 正規分布やベキ(幕)法則1)は、社会、自然いずれでも多

く見られる現象である。正規分布は平均値の周りに対称的

に分布するのに対し、ベキ法則は上には上があるというよ

うな一方に大きい広がりをもつゆがんだ分布であり、正規

分布とべキ法則は相反する現象を表現していると考えら

れる。しかしここでは正規分布が、ある特別な場合にベキ

法則になるのではないかとの仮説を立て、考察することに

する。その特別な場合とは、正規分布のバラツキが一定で

はなく、その値が独立変数とともに大きくなるような場合

である。
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2. 正規分布からのべキ(幕)法則の導出

   (標準偏差が独立変数に比例する場合)

 平均μ、分散σ〈2の正規分布の確率密度関数

p(x)＝ exp(m ((x一 IL )/ u)''2/2)/( a''/一 i2'' 7C )) (1)

において(ここで★は掛算を、〈はべキ乗を表す)、独立変数

xが大きいところではバラツキがxに比例する場合を考え

る。そこでは標準偏差σがxに比例するものとする。即ち

。＝a＊x (2)aは比例係数である。

(2)を(1)に代入すると

p(x)＝ exp(m ((x '''一 t. t )/(a＊x))''2/2)/(a''x＊1(2＊ 7c ))

                        (3)

指数部において

(x一 pt )/(a''x)＝(1/a)''(1-u/x) (4)

は、x＞0で十分大きいところでは、μ/x≒0となるので

(x一 pa )/(a＊x) 'f lla (5)
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(5)を(3)に代入すると、xが十分大きいところでは

p(x) i ？ exp ( 一 (1/a) ''2/2)/(a''x＊ V一'(2＊ 7U ))

   ＝(exp( m (1/a) ''2/2)/(a＊ 」一(2'' 7u )))/x

   ＝K/x (6)
ただしK＝exp(一(1/a)〈2/2)/(a＊」一(2＊π))    (7)

即ち(6)式はZipfの法則、ベキ法則を表している。

3. 正規分布からのべキ法則の導出の一般化

   (標準偏差が独立変数のべキ乗に比例

   する場合)

 平均μ、分散σ〈2の正規分布の確率密度関数

p(x)＝ exp(一((x 一 x. t )1 o)''2)12)/( o ＊V一(2＊ 7t )) (A 1)

において、独立変数xが大きいところではバラツキがx

のべキ乗に比例する場合を考える。そこでは標準偏差σが

x〈nに比例するものとする。ただしn＞1とする。即ち

u＝a＊xAn (A2)
aは比例係数である。

(A2)を(A1)に代入すると

p(x)＝ exp(一 ((x 一 tL )/(a''x''n))''2/2)/(a＊x''n ''一V‘''一(2＊ 7t))

                      (A3)

x＞0で十分大きいところでは、指数部において

(x-u)/(a''xAn) i?O (A4)
(A4)を(A3)に代入すると、『xが十分大きいところでは

p〈x) 一一.  exp (O)/(a''x''n＊！(2'' x))

   ＝(1/(a''！'(2'' 7c )))/x''n

   ＝rvxAn (A5)
ただしK＝1/(a籾「(2＊π))         (A6)

即ち(A5)式はべキ法則を表している。

4. おわりに

 正規分布において、その標準偏差が独立変数に比例する

場合、ベキ法則で近似できることを示した。さらに一般化

して、正規分布において、その標準偏差が独立変数のべキ

乗に比例する場合、ベキ法則で近似できることを示した。

 即ち、正規分布でも、独立変数の値が大きくなるとバラ

ツキも大きくなるときは、ベキ法則で近似できることがわ

かった。
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