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              t-e-A-injective moduleについて

                                       重永和男

                                       Kazuo Shigenaga ＊

                           Abstract '

    Using a essentially-A-injectivity， Oshiro extended relative injective modules. 

    In this paper， we define the concept of a t-e-A-injective module which is， in a some

sense， essentially-A-injective module from a torsion theoretic point of view.  The

following is our main theorem，

    Theorem

    The following statements are equivalent for a family of modules ｛M.  ia E A｝，

    (1) O. M.  is t-e-A-injective. 

       aEA

    (2) Gi).  M.  is t-e-A-injective for any countable subset I of A. 

      aEI

    (3)M.  is t-e-A-in. jective for any a E A ， and for every

      ｛U. ， ，M. ， '' ')g ｛M.  la E A｝ and a E A， with next condition (＊) ， we choose

     any m， EM. ， (i 一一一一 1，2，3…) ， then the ascending sequence ［imiO S ，｛2Mi 〈一 '''‘

     becomes stationary. 

     ( ＊) m， 一〉 aO (i ＝ 1，2， ・・ ・)， op， : aR 一〉 m，R (canonical homomorphi sm)

         and a6(n:k ker｛z)， ET(t)'

   キーワ・一一一一一ド:入射加温、 トーション

             1. 準備

                                 任意のmodule Mと その任意の

も碗の館謙艦灘器をessential・ubm・dul・Nlこ対してM/Nは

扱いunita・yとする・(T(t)・F(t))は製革蜥蒲，［言の欝糊

hereditary torsion theoryをあらわし、
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   2.  t-e-A-injective module s

  定義1. 

  M，AをR-moduleとする。 Mがt・e-A・

injectiveとはAの任意のsubmodule Xと任意の

R・homomorphism 〆:X→Mに対して
X/kerf∈T(t)ならば次のdiag・amが可換とな

るようなR ・homomorphism g:A→Mが存
在する。

    0→. ト＞A
       fi/g

        M

(注意1)Mがt-e・A-injectiveならばMは

essentially-A・injectiveである。

(注意2)A∈F(t)のときはMがt-e・A-

injectiveとル1がessentially A-injectiveは同じ

意味になる。

  命題 2

  Mがt・e-A-injectiveならばAの任意の

submodule BについてMはt・e・Binjectiveか

つレe％畑ectiveである・

  証明

  BをAの任意のsubmoduleとする。つぎ

のdiagramを考える。

 O 一X 一一一i＞ B-A

プ

M

(X/kerfET(t))

Mがt-e・A-injectiveよりgl i＝〆となるR-

homomorphism g:A→Mが存在する。

ここで9'?'lBとすると9/x＝〆で

g':B→M. よってMはt-e・B-injective. であ

る。

  次にMがt一・％畑ectiv・になること

について、下のdiagramにおいて

   o. X/. 一A/. 

       f

          〔擁！∈列

        M

次のdiagramを考える。(π，π'はcanonical

homomorphism)

   O-X-A    z/ zt

o一一i＞ixB. YB
    fJ

     M

kerf＝X/B t fO・くと藷≡窒で

％'∈T(t)となる・騒er(〆。πt)一％'より

騒erσ. πり∈T(t)・したがってgi・一f・π'

なるg:A→Mが存在する。このとき

hiÂB→Mを次のように定義する・
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h(a＋B)?'(a). このhは〆の拡張になる。

こうしてMはレe％蜘ectiv・になる・

  命題3

  次は同値である。

   (1)Mがt-e-A-inj e ctive. 

   (2)任意のα∈Aに対してMはt-e-a

      R-injectiveである。

  証明

   (1)→(2)は命題 2による。

   (2)⇒(1)について、次のdiagramに

おいて

    O-X-A
         fl (X/i2erfET(t))

          M

(XはAのessential submoduleとしてよい)

次の集合Ωを考える
9＝ ｛(B. ，q.  )IX S Ba S A，¢a :Ba 一＞M7

qa 1x＝ gp7 B)％;er gz).  E T(t) ｝

Ω≠φでΩの任意のchainにはupper boundが

存在することを示す。Ωの任意の
chain

(X，q)g (B，，q，)g (B，，q，)g '・・ ｛; (B. ，q. )g '''

に対してB。＝UB、としψ。:UB、→Mを次

のように定義する。

任意の)c∈UB，に対して)cを含むB，が存在する

からψO(X)＝の(X)。こうして(Bo，ψO)を作る。

協dωだからΣ㊥⊂％偽〕ET(t)・

Epimorphic imageとして

U Bnt/i(lerq， ＝ B)9/i(lergp， E T(t) o

よって、(Bo，ψ，)はΩの元で上のchainの

upper boundである。ツォルンのレンマより極

大元が存在する。それを今、改めて(B。，ψ。)とす

る。このときBo＝Aを次のように示せる。もし

Bo≠Aとすると次の元aをとることが出来る。

a≠0，aEA-B。でK尋∈RlaR∈B。｝

とおくとK≠0がわかりaK≦Boとなる。このと

き. ρ?'z)o l 。Kとおくとp:aK→Mで

α聚erρ∈T(t)・さて・つぎのdiag・amで

   O一 aK一 aR

       P欧erρdω〕

        M

Mがt-e-aR-injectiv・よりgi。K＝PとなるB

homomorphism g:aR→Mカミ存在する。

g:Bo＋aR→Mを次のように定義。

g一ib， ＋ar)＝ q)， (b，)＋g(ar) (bo E B， ， ar E aR)

9-
P 。， 一 q，力渦＋α ﾓr9∈T(t)

このとき(Bo，ψ，)＜(Bo＋aR， g)となり
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(B。，ψ。)の極大性に反する。ゆえにB。引＝匁ジ「

  命題 4 次は同値である。

   (1)冴。M・はt-e-A-injectiv・・

   (2)任意のAの元αに対してM、はt，e-

      A-injective. 

  証明(1)→(2)について、 任意の元

α∈A、任意のsubmodule X≦A，と任意の

R-homomorphism f:X→M、において

X/kerf∈T(t)とする・π・二£M・→M・は

projectionとし・4α:Mα→2唇Aルノαはinjection

とする。

e。・！:X→碁M・でker e・. 〆＝ker！・ゆえ

にX̂kerf＝X/kere。. fET(t)・

いま・冴。M・がt・・一A-injectiv・より

gl i＝P. 、。〆となるようなR-homomorphism

g二A→HM、が存在する。ここでh＝π、。g
    aEA

とおくとhl、4→M、のB-homomorphismとな

りhlx＝〆となる。したがってMαはt-e・A-

injectiveである。

(2)→(1)について、 M＝丑ル1。とし任

意のsubmodule X≦A，任意のR-
h・m・…phl・m f二X→Mで騒er〆(t)

とする。

ker〆≦kerπα・〆で     7

X/i(erf 一一〉 iYii(er z.  . f 一〉 o ( exact ) . 

X/kerf∈T(')よりX/kerz. 。プ∈T(t)・

したがって. 房homomorphism gα:A→M、が

存在してg。(x＝π。。ノ. そこで R-

homomorphism h l. 4→Mをつぎのように定

義する。即ちh(a)＝(g、(a)). このとき 任意の

元κ∈Xに対してh(x)＝！(x)となるのでMは

t-e-A-injectiveである。

定理5m・dul・の族｛iv・Zt。1α∈A｝に対し

て次は同値である。

(1)㊥Mαはt-e-A・injective. 
   aEA

(2)㊥Mαはt-e-A・injective. (1はAの任意の
   iEI

   countable subset. )

(3)任意の元α∈Aに対してM。はt-e-A・

   injectiveで任意の

   ｛Mαi，M。、，…｝⊆加。1α∈A｝とa∈劃

   して次の条件(＊)をみたすような任意ゐ

   (m、∈M。」ノニ1，2，3，…｝をとるとき

   ascending chain∩mi≦∩御ρ≦…は定
           i＞Jl i＞一2

   常的となる。

(＊)犀≧aO(i＝1，2，3，…)でq、:aR→m、R

(canonical homomorphism) とおくとき
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，llllil'lnlco，ker｛z，， ET(t)・ . 

         ト

  証明.   (1)⇒(2)は命題 4より。

(2)→(3). 任意のαについてM、がt-e・A・

injective(命題4)。 (3)の仮定を満たすよう

にしascending・hain∩mi≦∩犀≦…をとる1
          ゴ≧l    i≧2

Nを自然蜘集合としてア＝(m・)∈即。iに対

しR-homomorphism f:aR→黒Mαiを次のよ

うに定義する。〆(ar)＝yr＝(mi)rこのR-

h・m・m・rphi・mについて・一
X匝〕とする

ときal≦aRである。このときfを alに制限

してf をつくる、即ち、ノ?l.  :

αD、鮮・iとなる・さらにker〆＝、Ω，kerψ・が

示せるので
???d(')がえられる・

(ll， Mαiはt-e-aR-injectiveだからR一
ゴ∈N

homomorphism g二aR→黒ルf。、が存在して次

のdiagramが可換となる。

    O一 al 一aR
         fi

         黛M。i

いまAのfinite subset Fに対してア1≦①M。、
                  iEF

となることがわかる。そこでF一｛1，2，3，…k-1｝

とする・yl≦M，㊦M・① 諱怫№lk-1とかくと任

意のi≧kに対して〃1，1〒0.  こうして、

∩mi≦∩吻2≦…は定常的になる。
i＞Ll i＞m2

(3)⇒(1)について、④. Mαがt-e-A-injective
          aEA

でないとする。そこであるAの元aに対して

㊥M、はt-e-aR-injectiveでない。よってRの
aEA

submodule Kが存在して次のdiagramを考える

ときR-homomorphism！:aK→㊥MαはaR
               aEA

へ拡張できない。

  O一 aK 一 aR
       ！↓土州

       怠M。

さらにこのときaKはaRのessential
submoduleと仮定してよい。また任意の

finite subset F≦A. . に対して㊥Mαはt-e-aR-
             aEF

injeetive，である。だから〆(aK)は①M、には含
               aEF

まれない。またnM、はt-e-aR-injectiveだから
      aEA

aR→rI M、へのB-homomorphism gが存在し
   aEA

て次のdiagramが可換になる。このとき

g(a)＝ME. IIAMa ，M＝(Ma) (Ma EMa)，

aO≦mO＝∩〃濃である。
     aEA
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O一 aK 一 aR

f

e
aEA a

HMaEA a

さて、任意のk∈Kに対して
S、＝候Al彫≠・｝とおくとき任意のS、はA

のfinite subsetとなる。しかし任意のfinite

subsetF⊆Aに対してmK＝〆(aK)は①M、
                       α∈F

に含まれない。だから1＝USkとおくと1はA
               た∈κ

のi血ite・ub・et. そのとき｛k、∈Kli∈N｝が

っくれてこの任意のk，に対してあるαi∈Skが
                         ∫

             ト 
存在してそのαi ¢U S，となる。今、
             ノ＝1 ノ

切∈ B忌ル㌔であるが加のルプ。、成分を吻ゴとおく

とm，k、≠0，砿一〇(ノー1，2，…i-1). 

このとき a. ≦∩m二≦∩ηガかっ
         aEA iEN

n ker q.  S n ker ¢， 一〈 aR. 

aEA iEN
α％ker免→％ker畝→0は・xa・t'

しかも 唐汲?窒ﾌdωとなる・しカ〉し

∩mi≦∩mi≦…は狭義の増加となる。これは
i≧1    ゴ≧2

矛盾。
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