
1

値域がある種の多角形から変形してできた領域(主として無限

領域で一部カットの入った多角形)である単葉関数の係数評価
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Coefficient Estimate of Univalent Functions whose Ranges are Deformed

Regions-Infinite， Strip Mainly and a Polygon with a Cut as a' Part of

Them 一 from Certain Classes of Polygons. 

Yasuyuki MIZUNO

Summary

 In this m anuscript some jnvestigations and their extensions are stated relationally from the ‘ On the

Coeffjcient of Univalent Functions whose Ranges'
@are Polygonal ' jn the other bulletin， which js found

in the last part of this thesis. 

 Assuming some rules， we c. Qnsider soine simply-connected regions above-mentioned wjthin the reach of

satisfying rules.  We state Coefficient Estimate in Taylor's Expansion of Univalent Functions which map

conformally)Zlく10nto the above region and concrete examples for regions in qu倒」㎝. 

 本稿は後録した参考文献の中の2)に関連し，これに

継いで若干の考察や拡張をしたものである. 必要な部分

は再録して，本稿単独に筋が通るようにしておいた. 

  (1)

怪鶏＿ (。，｛｛P＜、)

 を満足するm個の角

    Zlnl Z2n， ・. . …， 1. mn

 と

        一pn

 の合計m＋1個の角を内角にもつ(Fig. 1) (斜線

で示した内部)のような単連結無限領域をD1とする. 

 いま，単位円の内部lZi＜1をDlに等角にうつす

関数をWニf(Z)とすれば

     drv ''. 一 .  一(i＋p) m Zr l
(i) 7it2i' 一 K(Z-Zo) '一'V，gi (Z-Zi)

と表わせる. 

 ただし，Kは複素定数で

   zt＝eie l

        Fig.  1

 (1＝0， 1， 2，。・・，m ; 0≦θo＜θ1く・… (θη～く2π)

である。

 ここで

     ユ
   Zl＝ε‘  (1＝0，1・γ2，……〃)

   λ1-1＝δt ('＝1，2ジ・・・・・… ，〃1)

とおけば，

(2)
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(1)は

望一C(      一(1＋ρ)m1-EoZ) ll(1 一一一sLZ)δt

          z霜1

          ＝cllM (i-eiz)6i

           t-o



  z

と変形でき・る. 
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 Cは矢張り複素定数，δo＝一(1＋ρ)であって

     あ                   れ

    Σ δ1＝一(1十ρ)十Σ δ1＝一1一ρ
   t＝O            t一・1

            十(m十ρ一1-m)＝一2

を満足する. 

 ここで， (2)の一番右にある

  (、一，tZ♪δ‘ (1-0，、，2…，吻

はZ＝0で1となる分枝をとることにしておく. これ

から先も. ことわらなくてもこれにならって適当な分枝

をとって考える. 

 さて，まずつぎの定理が成り立つ. 

〔定理〕

  躍?(Z)が上述の関数として，そのテイラー展開

 を

   W＝?(，Z)一A＋C(Z＋A・Z2＋∵・＋A・zn＋…)・

                  IZIく1

 とするならば，係数！㍍は

    i！lni＜1    (n＝2，3，……)

 を満足する. 

(証明)

      δ己
  (1-Z)   (1＝0，1，2，……，m)

は係数が正であるZのべき級数に展開できるので，

フれ                                               も

Σfit＝一2に注意すれば
‘＝0

(3)謬義(・一・、Z)δ1

    ＝1＋2A2Z＋3/A3Z2＋……＋nA. zn-1＋…

のznの係数は

   計Z)・一・＋・Z＋3Z2＋一・＋nZ''''1＋…

のznの係数によってマジョレイトされる。

 したがって

      1〃！望刺くn

よって

      lAniく1  (n＝2，3，… 。・・…)

 〔例1〕

  ・、号，・・一｝，・・一一9一， … 3，・一・
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〔例2〕
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         Z3＝＝6T一， m＝＝ 3， P＝一2t Zi＝S， Z2 :Z＝，
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  【2】

  (1＋Pr)πの角と(1-p・)πの角が同数のμ・個

ずつあって，かつ，この2μ・個の角だけを考えれ

                     りば，この1頂で交互に並ぶ規則をもった合計2。三1μ・個

の角

  ただし，Pr(r＝1，2，3，……，ソ)およびvは

  ρ汁ち (片ノ)

｛1∴

 を満足するものとする. 

  前の〔1〕で設定した型の角一組と上の型の角一組

           り の合計(m＋1)＋2Xμ・個の角を適当に組合せ，
           r＝1

これらの角を内角としてもつ単連結無限領域(Drのよ

うな内部)をD2とする。        一

 いま，単位円の内部］Zl＜1をD2に等角にうつす関

数をW?(Z)として前定理同様の条件を設定するなら

ば

   lA。1＜n (n＝2，3，……)

が成り立つ. 

(証明)

 〔1〕のとき(Z)を得たのと同様にして，今度は

   A. ugust 1969
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(4)磐一等・一避玄(宏11≡;;1妻髭)一P「

と表わされる. 

 ただし，(1＋p，)π，(1 一Pr)πに対応するεFZボ

をそれぞれ

    er，2ic一］， Er，2ic (k＝＝ 1， 2， 3， ・・. ， ，etr)

としてある. 

itT-t一理1

  ζK:  (K＝1， 2， ・・r… ， 2ハr)

を

ζκ一eieK(0≦θ、＜θ、＜……くθ2N〈2・)

なる単位円周上の点とするとき

σ(z・一 B憂1多≡雛、

によって表わされる関数σ(Z＞:'. は，引ZI＜1にお

いて，原点を通る直線を境界とする半平面上の値

をとる。

によれば，あるθがあって

θ〈擁、(解三1譜z地＠＋・細

が成り立つ. 

 ここで

     EI〃1≦1
    r-1

の条件を用いると

    y(Z)一当、(箸1i≡i嘉7)一Pr

は原点を通る直線を境界とする半平面上の値をとり，そ

の値域には点1が含まれている. 

               
 したがって，一i＜q＜iなるqを適当にえらぶと

  iZl〈1において  Re(eiqT(Z))＞0

ゆえに

 (5) y(Z)一1＋a、Z＋a2Z2＋. . . ＿＋a。zn＋. . . 

とすれば

    Ianl f｛; 2 (n ＝＝ 1， z， 3， ・・… t)

すなわち望(Z)のテイラー展開(5)の係数は

   1十Z      ＝＝ 1 十 2z十 zz2十・''一''十 2zn十''''''
   1-Z

の係数によってVジョレイトされる. 

 〔1〕の証明と合せ考えると，今度の

二一・＋・A・Z＋3A・Z・＋…＋nA. Z''一1＋…

の係数は

σ鄭蕩一・＋22z＋32z2＋

の係数によってマジョレイトされる. 

 よって

      inAn 1〈n2

ゆえに

      iAni 〈n (n ＝ Z， 3， ・

〔例3〕
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Table 1. 

頂点の番号

6t(Or Pr，一Pr)
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   1
pl ＝＝ 一 r， pti ＝＝ 5

  1
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Table 2. 

頂点の

ﾔ号
1 2 3 4 5 617 8 9

・・1・・ 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
 1
Q3

δ乙(orp・，一P・)
1
＿
 
 
 
一
2

⊥
2

■
2
 
1

1
＿
 
 
 
一
2

1
＿
 
 
 
 
一
2

111万巨 1
＿
 
 
一
2

1
＿
 
 
 
一
3

1
＿
 
 
 
一
2

■
2

■
2

1
＿
 
 
 
 
一
2

1
＿
 
 
 
一
3

1
＿
 
 
 
 
『
2

■
2

■
2

1
＿
 
 
一
2

1
＿
 
 
一
2

』1
⊥
2

1
＿
 
 
 
一
2

4
一
了

組合せ 一
P
1

)       げ       一           一      )          )      )      )      )
j                 )                     )                    )                 )

o2    Pl    P2    〔1〕PI    P2    〔1〕PI    P2    PI    P2   〔1〕

  (3］

最後にカットの入った多角形を付加する. 

 0くZt＜1｛加，

 を満足するm個の角

    Zln) Z2n) ・…. . ・. ・1 ). mn

と

      2n

 の合計(m＋1)個の角を内角にもっていると考えら

れる(Fig. 6)のような，カットの入った多角形の内

部で与えられる領域をD3とする. 

 いま，単位円の内部IZI＜1をD3に等角にうつす

関数をrv＝?(Z)とすれば，これまでと同様の表現に

おいて

    ］ Anl＜n (n＝Z，3，………)

がいえる. 

(証明)

 これまでと同様の手順で

(6)' ｾ一C(i一・Z)置、(・一一一・IZ)δt

とかくことができる. 

 ところで，

  れ        
  Σ δt＝＝. Σ (λ1-1) ＝ (〃1-3) 一〃z＝一3

  t・一1   1・s1

よって

    の  1十. Σδ1＝一2十｛1十(一1)｝
    卜1
であることに留意すれば， (6)の右辺を適当にアレン

ジすることによって
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(7)
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謬一直、(・一・az)δ二(・一・Z)

  7       δr
望、(1一ε6・z)β

ん              ア

認、δE＝一・Z ・誤、δ1＝一1

と変形でき・る。

 ここで

             z .  . 一.  6r
    ¢(Z) ＝ (1-eZ)Bn＝1(1-Es z)vB

       ＝＝，ll＝r， ｛( i 一sz) 一6B'( i 一，Ez) 6A｝

としてみれば，前と同様にある②'があって

              ア   ②ノくa''gの(Z)くe'一π認、δ9＝＠ノ＋π

がいえるから，その後の証明は〔1〕と〔2〕の場合に

ならって同様に結論ずけることができ'る. 
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Table 3. 

頂点の番号
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2

1
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3

5

1

6

号一(一｝)＋(一告)

7

-
「
6

8

-
「
2

         あ と が き

 この方法を適当にモディファイして少しテクニークを

用いれば，一気に拡張でき・そうであることを大体見通し

ている. しかし，その限界などについて今少し考慮の余

地があるので，本稿ではそのことについてまでは述べな

かった. 
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