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直列形二重倒立振子の安定化と運動表示について

On the Stability and the Display of Movement of a Serieg-type Double lnverted Pendulum

小田秀男＊ 波田尚哉＊＊ 藤井昭広ttt 内冨昭三'

Abstract: This paper describes the simulation method and the stability of movement

of a series-type double inverted pendulum by pole assignment method. 

For undetstanding the movement and the phase of two pendulums， it is useful for us to

display the dynamic picture of them. 

1 まえがき 2 数式モデル4)

 倒立振子装置は、近年、色々の形式の物が開発製作

されている1》。棒を1本ないし2本連結して立て下端

を水平方向に駆動し、鉛直に一直線になるような装置

であるが、それは、現代制御理論の有効性を検証すた

めの実験的な好例として、認識されているためである。

 筆者らも、学生実験あるいは実習用として装置の試

作を進めているが、その試作運転にあたっては、シミ

ュレーションの結果を積極的に利用する事が不可欠と

考えられる。このための、CADソフトとして、 M

ATLAB2)を用いている。

 しかし、このソフトはどちらかと云えば平面的な表

現方法が強く、学生実験などの見地からすれば、若干

直感的な表現不足が感じられる。

 そこで、パソコンにより倒立振子の運動をシミュレ

ーションし、その動作を観測出来るよう動画表示ソフ

トを開発し、数値計算結果のアニメイション表示を試

みた。

 その結果、一本のみについては、既に良好な結果を

得たので3》、今回は二本直列形について報告する。

 図1は直列形二重倒立振子のモデル図であり、この

系についてラグランジュの運動方程式を求める。台車、

第一振子、第二振子についての運動エネルギー、位置

エネルギー、損失エネルギーをそれぞれ

 To，UO，Do，Ti，Ui，Di，T2，U2，D2 とすると
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図1直列形二重倒立振子のモデル図
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《2) 第一振手について

箔・
¥み評・9・，｛蓋←一・呵

    ・｝Mi｛蓋←血α・1・ … e・)］2

Uih mp ig (r sin a＋li OPS ei) '
iz2)

Dim 一1 cie' 奄Q

  2

 ③  第二振子について

T2 ＝ 1-J 2e' 22

  2

＋圭漉｛蓋←…一θ・軸θ亦

＋告潮｛蓋←曲α＋L cos ei＋ 12 cos e2)］2

'U 2a m2g (r sin a ＋L cos ei＋ 12 cos e2)

D2 . .  ic2(e'2. 01)2

                 iz. 3)

の式が成り立つ。

  ④二重倒立振子系の運動エネルギーT、位置エ

ネルギーU、損失エネルギーDはそれぞれ

  T '''Tg十Ti十T'2
                 (2. 4)
  σ魑σo・藁σ1＋σ2

  DmDo十Di十D2
となり、台車には、力Uが働いていることから、ラグラ

ンジュの運動方程式

缶(二一誓＋筈＋撃一μ

釜儲)一諾＋藷＋藷団・

雪解)一鑑＋1箭＋諭・・

                 包5)

が成り立つ。

(2・・1)・〈2・2)・働華爾式の各式に代入すと・

T 一S［(mt ＋m2 ＋M＞2 ＋(li＋mli2 ＋mcb2 )i2 ＋ (12＋ma22 li22
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よって(2. 5)に喪入し、行列を用いて表すと、

漏電
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今、状態変数を
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と定義すると、(2. 9)式から二重倒立振子系の非線型

状態方程式は、

S ＝ IK， 一i (K，s， ＋ KS'1 ＋ Ksu ＋ K‘)］

iz. 12)

となる。

 ところで、二重倒立振子系については、その制御目的

から倒立状態近傍での挙動を表す状態方程式を知れば十

分である。そこで、(2. 12)式で、静止状態を表すS＝O

において1次近似すると、二重倒立振子系の状態:方程式

として、次の線形化した状態方程式を得る。
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座標変換すると、次のような数式モデルを得る。

よって、

s・＝2dS＋B僻曜

ただし

(2. 14)
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よって、

 X＝Ax＋Bu＋w. 
ただし

     A＝＝［盤］

     B一［g，l

     W F. .  ［wO2］

     A2i ＝ NA，2，N-i

     Aew ＝ NAt. N-i

     B2＝NB'2

     w2＝Nw'2

」方、出力として

出力方程式は

   YnCx t

ただし「

    1 0 0 0 0

    0 1 0 0 O
    O.  0 1 0 0

(2. 19)

(2120)

r，θ1，θ2一θ1とすると、

tz21)

. . . g一(zi.  11 Z， Z， i Ozl '，，. ，，，

以上、(2. 19)式(2. 21)式から、直列形二重倒立振子の

数式モデルが得られた。

   3 シミュレーションの方法

 二重倒立振子系の運動方程式から得られた式から、

その時間的な応答を知るには状態方程式を時間につい

て解けばよい。'・

 ここで、一階の微分方程式

｛7t-ti ＝＝ fi(xi，x2，''.  ，x. ，t)

'4
Pも2』・ノ・(x・・x・t…・…t)

 eli，1;LXt ＝: f. (x・i，x2，''' ， x n，t) (3.  i)

を初期条件

t・・＝ te のとき Xl・at('・1，2，…，n)

のもとで解く。いま

・Fl(x ・・…・x・・t)9∫ft(x・・…・x・・t)dt'

                  (3. 2)

とすると

Xi(t) ＝ Fi(X1). . . )Xns t)＋Ci

x'(t・) ＝ F・(ai・…・a・・t・)＋c・nal. よP. 

Ci・＝・ai-Fi(a・，…、a・，t・)

∴x・(り＝ Fi(x・，…tX・，t)一・ Fi(a・・，…μψ)＋ai

     ご    3∫ノ・(x・・…tX・・t)dt・＋・ai

                  (3. 3)

  ∫＝ぬのとき

     ねん祠8∫ノ'(;…:' ，xn・tMt＋al(3. 、4)

  t ＝'tk ＋ 1のとき

焔・・♪麗r。'k・(x…'…煽)伽の

   旨∫1ナ・←も轡・Xn・')dt＋Jlr，ノ・←'・…み・t)dt＋a・・

   ＝xi(ti)＋J:Yi(xi，…，xn，t)dt

                 (3.  5)

よって，(3. 5)式の第二項を数値計算により近似計算す

れば、微分方程式を解くことができる。

体研究では、4次のルンゲクッタ法5)を用いて計

算を行った。. (3. 6)式にその式を示す. 

Jl''fi(xi，…，xn，t)dt s t(''2i＋2xu2i＋2xusi＋u''i)

                 (3. 6)

ただし
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Ull・＝アi(xイの， xイの，…，脇θ鳶力の血

u・・一ア・←・ω・争x・ω＋穿・…焔)＋争，tk＋夢)at

呵'←・ω＋讐・x・ω＋警・…綱＋勢，診・＋9)Pt

u'' ＝ノf(xイω栩3・，κ2‘ω＋Uee)…，Xh(tk)＋Us。， tk＋N)N

謹旨tk・. 1-tkはきざみ幅

4 シミュレーションのアルゴリズム

プログラムは図2のような手順で作成した。

(3.  T

(1)二重倒立振子系の各定数を設定b

   (振子の質量、長さ等)

(2)状態方程式の行列 A，B， wの計算。

  (2. 19)式において、(2. 15)、(2. 17)、(2. 20)から

  求める。

(3)極配置法によるブイードバック係数の算出。

(4)ルンゲクッ骨法により状態方程式を解く。

  (3. 5)、(3. 6)、(3. 7)式から時間応答を求める。

(5) (4)より数値解を表示。

(6) (4)より数値をグラフ表示』

(7) (4)より動画表示』
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ﾌ入力

@     1

  ルンゲクッ嗣法による
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@     スイッチ文

條ﾔ応答の数値衰示       … 1

條ﾔ応答のグラフ衰示     … 2

條ﾔ応答のアニメーション表示 ・3・:1

ﾝ定の変更          … 4

I了             … 5
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図2全体の流れ図
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図5ルンゲクッタ法によるパラメータの計算
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図4極配置法によるフィードバック係数の計算              図6グラフ表示
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開 始

グラソィックシステムの初期化

グラフィック画面を2つ川慧する

両画櫛にレール及び日盛りを備く

 '翻一ゐ
ln ＝ 一一
  '塵

 '旨‘，

    鰍b
5≦川

  Y聖s

アクティブへ一ジに嬢り子と台唯を描く

アクティブベージをディスプレイt〈'一ジ

にしてディスソレイに出力し他方の画面

  をアクティブベージにする

''lttcts()

終 了

tll 十 't'

図7アニメーションの表示

二重倒立振子のシミュレーション

第1振子の質量

第2振子の質

点1振子の函bまでの距離

第2振子の重心までの距離

第1振子の慣性モーメント

第2振子の慣性モーメント

第1振子の摩擦

第2振子の摩擦係

台車の質量

台車の摩擦係数

第1振子の長さ

第2振子の長さ

レールの傾き

 o.  le3 ng

 o.  o？o ng

 O、350面

O.  177 m

o.  oe30eo ta・m'2・

α001527㎏・聞の2

0.  oo 1920 te・m''2/s

O.  OOO893 te・m'2/s

a 574 ig

Z 8SO te・m'2/s

O.  379 m

O.  300 m

a Oco rad

    5シミュレーションの実行

5-1 プログラムの実行方法

作成したプログラムは、直列形二重倒立振子系に対

して状態フィードバック制御したときの時間応答をシ

ミュレーションするものである。この系の振子、質量

などの各定数はプログラムの中で設定しているので、

極および初期値を入力すればよい。そうすると、シミ

ュレーション結果の表示は、数値表示、グラフの表示、

そして、動画表示の3つから、選んでそれぞれを表示

することが出来る。以下にその表示を示す。

 1) 系の設定した各定数が画面に表示される。

              宇部工業高等専門学校研究報告

2) 極を入力する。ただし、極は共役複素と

  する。

極の配置を決めて下さい

 λ 1＝a＋jb，λ 2＝a-jbを入力して下さい

a＝一5

b＝2

 λ 3＝c＋jd，λ4＝c-jdを入力して下さい

。＝一4

d＝3

 λ5＝e＋jf，λ6＝e-jfを入力して下さ

e＝一3

 f＝＝o

3) 台車の位置及び振子の角度の初期値を入力す

  る。

初期値を入力してください

台車の位置は？

r ＝O.  5

第1振子の角度θtは？

e 1＝o.  1

第2振子の角度θ2は？

 e 2＝o

第44号 平成10年3月
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4)方程式i＝Ax＋Bu＋w. のA， B，W

の計算結果を表示する。更にリターンキー一一を押す

と極配置法によって計算されたフィー・ドノYック係数

が示される。(各数値は省略)

5)シミュレーションの表示方法を選択する

シミュレーションを選択して下さい

 時間応答の数値表示  一1

 時間応答のグラフ表示  一2

 アニメーション     一3

 下定を変える     一一一4

 終了する      一5

どのシミュレーションにしますか？

5-2 極の配置と時間応答

二重倒立振子系の各定数および初期条件は以下のよ

うに設定した。

  5-3  シミュレーション結果

極をa)，b)のように設定したときのシミュレーシ

ョンの結果を示す6'''

a)虚軸から離れている場合

 'A ，， ？L ，＝ 一一 5±j 5 ， A3， A，＝一一・ 5±j O
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5-3極の配置と動画表示
    a)三軸から離れている三主

b)虚軸から近い場合
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b)虚軸に近い場合
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 現代制御理論｝ま大規模複合システムで多入力多出

力制御系に適用するとき有効である。近似・線形化

が必要であるため、実系への適応が困難なことが多

いので、シミュレーションで検討することが有効に

なる。単なる数値計算でなく、実系に即した実験装

置としての倒立振子を設計するにあたり、各部品の

仕様を決定できる。また、極配置の設定から系の安

定性を動画として観察し、応答波形をも観測できた

ので、初期の目的を達成した。

 今後は、外乱を考慮した場合の挙動や対策につい

て検討したい。さらに並列形二重倒立振子のシミュ

レーションについても検討を進める予定である。
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