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ラプラス変換の振動系，梁，積分方程式その他への応用

第1報梁への応用
望 月 太 喜 雄＊

On the Application of Laplace Transform to the Dynamical Vibrations， Beam Problems，

Integral Equations and etc.  (No.  1)

by

Takio Mochizuki

Abstract

 The method of Laplace transformation offers a powerful technique not only for the fields of applied

mathematjcs but also sorts of phisical problems. 

 In fact， ordinary differential equations are reduced to algebraic ones by the application of transforms. 

As to the beam problems， the Laplace transform method， also， offers a very simple approch. 

In contrast to the classical method， which requires equations to be written for each interval between

loads， the transform method enables any loading to be accounted for by a single equation in terms of

boundary values at the origin. 

1. はしがき

 梁のたわみについては従来弾性曲線の基本式より積分

を2回繰返すいわゆる2重積分法により一般解を求め，

これに境界条件(支持条件)を当てはめて係数決定を行

なうという可成り繁雑な計算を行なうことを余義なくさ

れている. ところでラプラス変換を導入すれば計算が簡

易化されるばかりでなく，1つの統一的方法をもって容

易に解を求めることができる. また複雑な問題になれば

なるほど後述の如くその威力は増大するといえよう. こ

の分野における文献は未だ極めて少い1)～3). 筆者はかね

がね，ユニット関数，インパルス関数，ダブレット関数

を用いて梁のたわみについて何んらかの総括的なまとめ

を試みたいと考えていた. ここにその一部を報告する. 

2. ラプラス変換の特性

 ラプラス変換の理論は自動制御理論と共に開花展開し

てきたことは周知の通りである. そこで自動制御理論の

中枢を形造っている伝達関数(transfer-function)1こつ

いて簡単な問題を取り上げてみたい. いま2階微分方程

式

   ・農＋疏＋・x・・k・y(t)

が与えられたとする. 初期条件をすべて0として(実際

自動制御系においてはその1つの系の平衡状態を考え，

全ての初期値を0にとる)両辺のラプラス変換を行なえ

ば

    (as2＋bs＋c)x(s)＝k・γ(s)

     X(s) k
  σ(s)＝一ソ㊦?Si＋6y石

とy(S)を入力，X(S)を出力と考えれば簡単に伝達関

数が求まるが，ここで最も注意すべきてとは伝達関数は

すべて，初期条件が0なるとき与えられる関数であると

いうことである. 同様に線形微分方程式(特に定係数)

の解を求める時も初期値二〇の条件がラプラス変換をし

てその威力を最も効，果的に発揮せしめているといえよ

う. 

 次にFig. 1の振動系を考えてみたい. 上端のinitial

velocityとfinal velocityを求めてみよう. 明らかに

  c鮎κ・一F ラプラス変換すると
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F (a constant force)
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Fig.  1

/

  c〔s・x(・)一・(・)〕＋K・x(・)零ただし

記x(つ＝X(s)基点を0とするゆえ，x(o)＝0 よって

    x(s)一難♂丙

ところで微分定理£fソ(つ＝S・. F(S)を用いると(た

だし S・F(のの分母の次数〉分子の次数)

sizx'( t) ＝＝ s .  x( s) . '.  sev(t) ＝＝ s ・ x(s) ＝ c/sF一＋一Lif

  ''' V(O)＝liM V(t)＝liM . rmS一:''t''，'. ;＝L｛Z'

       t. o X' ，n3一. 一7 CS十KM C

また綱魂・(')一鴨～戴一・

 すなわち，上記の如く完全解を求めることなしに，

v(o)，v(。・)を求め得ることはラプラス変換を行なえば

こそ，始めて可能になるといえよう. また上の問題は容

易に等価なRL回路に変換でき， Fを入力，偏位κを出

力とすれば，この入，出力の関係は最も簡単な一次おく

れ系を作っていることも明らかである. 以上ラプラス変

換の応用例を取り上げその特性を考察したのであるが，

次に梁のたわみの問題にはいりたい. 

5. 単位ステップ閑数，単位インパルス関

 数，単位ダブレット関数と梁へ応用

 数学的詳細にわたっては文献(例えば1))にゆずると

してわれわれは，分布荷重をユニット関数，集中荷重を

インパルス関数・モーメントをダブレ。ト関数傾斜荷

重をランプ関数でそれぞれ表わしうる. それらの関数を

まとめてTable. 1(P. 20)に示す. 注意すべきことは

graphical expression lこおいて， unit impulse function

は大きさコ/εの分布荷重がεの巾の間に加わり，ε→0の

鵬値として・すなわち野×｝一・の大きさの集

中荷重を示しているということである. すなわち分布荷

 Res.  Rep.  of Ube Tech.  Coll. ， No. 7

重の極限として集中荷重が示され，もしユ/εに対して

P/εをとれば大きさPの集中荷重を示しうる. またunit

doublet functionにおいては大きさ1/εの2つの集中

荷重が向きが反対でεの間隔をへだてて加わり，結局

1/ε×ε＝1の大き'さのモーメント(時計回り)がA点

に加わっていることを示す. すなわち集中荷重の極限と

して，結局，分布荷重の極限としてモーメントを示す

ことになり，1/ε2の代りにM。/ε2をとれば大きさM・

のモーメントを表わしうる. これらの関係をさらに

Fig. 2に示す. 

p

li覧ぞ・・一・
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書   惚
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Fig.  2
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4. general beam equatiOnと利用

 すべき端の条件

 弾性曲線の基礎方程式は

  多1ぢ一聖)   (・)

        y : deflection of a beam

        x : displacement from the origin

ところで

  d2-g一:spu)?(，)， gtdy一一)＝. (. )

よって農一半  (・)

        EI:stiffness of a beam

        M: bending moment

        F:searing force

        w:loading (load/unit length)

②に対するsubsidiary

equation は

  y(s)一画＋掌の＋聖)＋掌の＋讐！

・'

Ey(・x)＝＝y(o)＋y'(o)x＋Y一'fi〈ti＞x2＋. /Y:i'1｛f12'(！O)x3

   ＋翫£一・懸響   (3)

        (general beam equation)

   ＝A(x)十躍(x)

July， 1｛68
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 後述の如く，A(X)すなわち前の4項は支点の性質に

より一義的に決定されるもので支持条件を示し，W(X)

すなわち最後の項は荷重積載状態により決定されるもの

で荷重条件を示す. またア(0)，アノ(0)，ア'''(0)が次の

如き意味を持つことは明らかである. 

   y(o)＝: (deflection at x＝＝ O)

   yi(o)＝(slope at x＝O)

   y''(o)＝＝1/EI e(moment at x＝＝ O)

   y'''(o) ＝1/EI.  (searing force at x＝ O)

 これらを求めるに当り利用すべき端の条件は

 単純梁 ア(o)＝0，ア''(o)＝0，ア(1)＝0，ア''(1);0

 片持梁 ア(o)＝0，〆(o)＝0，ア''(1)＝0

 両端支持梁 y(o)＝O，〆(o)＝0，ア(1)＝0，プ(1)

            一〇

(注意)1)Mの符号は弾性曲線が上に凹の時，〆＞

      0となる故M＞0と約束する. 力は上向

      きを正，従って勢断力も上向き'を正と約束

      する. 

    2)つねに左端を原点にとり右へxをとること

      にする. よって片持梁は自由端をつねに右

      へとるようにする. 

 次に筆者の計算した中の代表的なものを uniform

beam， statically indeterminate beam， nonuniform

beamの3項目に分けて示す. 

(1)

5.  the deftection of uniform beams

b P2

W2fl

£一・聖)一£一・誰

｛ 一 111st' 一 ( w2 一 wi ) ！s一'' CS一 Pie一 as 一 P2e一 bs｝

. . 

@一 21i｛ 一1 1'' (Ll:k'li i-1！1！2一. ，Wi ) (x-c)4 u(x-c)

   一一＆t. C(3xfi/:yz. :ia)3u(x-a)一12ztg ib)一1｝一(xT， b)3 u(x-b)

 またboundary conditionより

  ア(・)一ジ(・)一〇，ア…(・片品ダー一丁

これらを(3)式に代入すると梁のたわみは

・(x)一・・(・)・＋誼1・・勃

    一W22x4＋W-2tti一:4W-1一(x-c)4. (x一. )

      Pl一 N一 .  N.  P2

揚

＋一
U(x-a)・〃(・一a)＋6'(x-b)・u(r-b)｝

ただしy(1)＝0より

〆(・)一一器2＋猷蕩1・啓饗・望『蝉

     ＋P'(1一の3 P2(1-b6i ＋ . 万「)3｝

またR・一事｛・P(1-a)＋・P・(1-b)＋w・1・

               ＋ w2 (1一 e) 2｝

a PI Wユ/1

R，

b P

wrf

a

M

c
d

R2

  Ri一 1 一R，
          Fig.  5

 (解)Fig. 3において荷重関数は註q)

 W(X)＝一Wl一(w2一｝vl)tt(x-c)一Plu'(x-a)

                  一P2〃ノ(x-b)

よってTable 1を用いると

註(1)荷重関数(loading function)は正しくは

   ゐガ懸2すなわち曜ωを指す. まア・自動

   制御の数学でよく出るweighting functionはと

   きに荷重関数と訳されているが当然，重み関数と
   訳されるべきであると思う. 

宇部工業高等専III］学校研究報告 第7｝ナ

           Fig.  4

(2)

 (解)Fig. 4より荷重関数は

 w(x);一Puノ(x-b)一w｛u(x-a)一u(x-c)｝

                 一Mu''(x一の

£一・一
ｹ一GL一・｛一撃θ一…毒一・・

           ＋詣・一㏄一二一ds｝

  一一一e(x-bi7，)3・(・一b)一-(葦〒o)2u(・一の

     ＋携チ》㌔(x一・)一M(差〒4)2〃(lc一の

ところで境界条件より

. y(. )＝yn(. ). .  o， y'''(o)＝'IIS/9＝'RE'1

日召 禾【143 itl三 7  ノ］
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・・(X)一・・(・)一三、｛R・X・一P(・一b)・U(X-b)｝

   一 74itt'7'｛w(x-a)4 .  u(x-a) 一w(x-c) 4u(x-c)

                 ＋12M(x-d)2u(x-d)｝

ただし ア(1)＝0 より

. v'(o)＝ 一 ' tll-1 ｛ Ri13-P((1-b)3｝＋thtn

          ｛w(1一の・一w(1一・)・＋・2M(1-d)・｝

またR・一1，｛・P(1-b)＋w(・一a)(・1…・)＋・M・1

   6.  statically indeterminate beams

/. 

/

ノ 
1
.
 
'

/ /

ノ 滝

'外 : 4//

              Fig.  5

(3)

  (解)Fig. 5より荷重関数は

w(・)一一瓶よってガ聖一8e・一・(一描う

           Wlx5

        -  5！1

  境界条件より y(o)＝yノ(o)＝0

    ∴ア(・)一y〃(・)1多ノ〃(・)ぞ一一護轟一

 ところで ア(1)＝0 および アノ(1)＝0 より

                   3wll          wl12
    y''(・)＝一3面・ア'''(・)ニ20Eノ

これよりR・一F(・)一器R，一二M(・)一一響

も求まる

     ∴・(・)≒錨1(一・1・＋31・・一・・)

(4)

〃 / / / / ×
W・/1

多
1 L

卵一↓・ 一
. 1 〃

陵

             Fig.  6
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  (解)Fig. 6より荷重関数は

    w(x)一一27'x＋勢(x一号)u(x一号)

よって£一・聖一£一・｛一・￥・儲孟・一浄)｝

       ＝＝ 一 一g'7i'｛一///1 一一一，2一:，一( x-S)5. ( x一 S)｝

と・ろで，(・)ryi(・)一・，ジ'(・)讐字一拶

∴・(・)一望・・＋鋤・・一6誰π

          /xs一 z( x-S)5u ( x-S)1

                      5wi12

ただし y(1)＝0 より ア''(o)＝一96瓦7

     まア・・…一・(詐一描

        7.  nonuniform beams

(
5
)

/一一・「1一 喝 b・ 斗ぐ c・一ウ、. 

勿 一 h
1
3

多 一 …

Mo;一pl！

/ く          1

@  、
P「 @      P. 「

@ Ψ    1

P
'
手
2
P

/

」
   ;      1
ｫ  MF(iMゆΩ財      2   2

ワ艶 一ど→＿」Lゴう＾・

@Px

x
う

一
M

             Fig.  7

  (解)Fig. 7より荷重関数は

  w(x)＝抄(x) (ただし脅(κ)＝modified load)

                        M    . 

 X＝aを定点としてのxノの位置における了equatlon

は

     Mx'         1
     -7;…＝7互(・Mん＋Fa Xノ)

    ＝＝ i llMa ＋ Fa x' m Ma ( 1 一 illt;) ' Fa ( 1 m iilti)xt｝

同様にして

  惚一逸出＋F・X〃一Mb(    Ili 一th)一Fb(・一当). x〃｝

    rルla一一P(1一の・Fa-P

    国一夙レ箆)一一即一・)(・一窺)

                         July， 1％8
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     p' ?a( i hiii'i) ＝＝P ( i 'ill'i)

   ［ M・t-M，(i 一k，) ， p・/ ＝一 F， ( . i 一k，)

よってP'，M''と幸衡すべきP/M'が図の如く生ずる

ものとする. P''， M''と白白すべきP''， M''が同様に

生ずるものとする。

 Pノ・＝Pノ，M，＝M！十P！b， Ph＝P''＝P， M''＝M''十

PクCよってw(x)＝一P！u！(x一の一M/u''(x-a)

 十P！〃ノ(λ:一a-b)十ルヂ〆(x-a一∂)一P''uノ(x:一α一わ)

     一M''u''(x-a-b)十P''u！(x-1)十M''u''(x-1)

∴£一・一
ｹ一£一・｛孝♂αs一(K、;iαs＋董。一(α＋b)s

   ＋影(α＋のと餐ガ(α＋の8一蟹」(α＋のs｝

  一一. 鶏(・一の・＋M・(・一・)・｝u(・一の

   ＋吉｛P・(x…b)・＋3η・(x-a-b)・

   一P''(x-a-b)3-3M''(x-a-b)2］ u(x-a-b)

 ところで境界条件より

   ア(・)一ノ(・)一〇，y〃(・)一二髪)一如，

         y'〃(・)一辮一州

      Pl            P L 1
∴アα)二一力班κ2＋6砿・3＋6砺

(6)

        (｛一P'(x-a)一3Mi ！ (x-a)2

× u(x-a) ＋t｛7p'(x-a-b)2＋3'M' 一 P'' (x 一a-b) 2

   -3M'' (x-a-b) ］× (x-a-b) u(x-a-b)

・…一・(り一笠＋一6房1〔｛一Pi(1一の・一3M・ (1一の・｝

        ＋｛π＋3M・一P''C-3M〃｝C・〕

‘ h

i
7

p

2
1
1

［ 1

勿＿、. 
'

く レ＿レ'
7

.     12   r
1

レ《 壱ゴ k  'レ. 
M' ﾄ  M''

    '
@ 一x→?鼈鼈鼈鼈鼈鼈鼈黷､》

奮〆   レラ

                         19

         ただし 双x)＝modified load

  κ＝11を定点としてκ'点のル班equationは

  惚一去(Ma＋F…)

   ＝ k(Ma＋Fa x'' Ma( i 一fSt)一Fa( i 一i2tl)x')

よって

     M'＝Ma(1-illti) ， P'＝?a(1nkt)

従ってこれらと平衡すべきM'fとP''が図の如く生ずる

ものとする. 

   P''一 P'一Fa (i 一£'i)

   M〃＝・Mi＋P・1・＝＝・Ma(・一£)＋Fa(・一念)1，

      ＝＝ (Ma＋ Fa 12)(i 一kt)＝ Mb (i 一tllt;)

よってw(・)一一Pu・
i・一S)一P・〃・(・一1・)一M'u''

    (x一 11)十P''u■(x-11-12)十ル1''u'')(x一 ll-12)

£一1聖一£一・｛ず♂畜㌧(Pi Mi駆＋33. )，一''s

             ＋(PM M''乎＋一一ST，)・i(‘1＋z2り

一一

?x-S)3u ( x一一5一)一g( pi(x-ii)＋3M・ 1

   (x-li)2 u(x-li)＋ g-IP''(x-li-12)＋3iStl'' 1

               (x-ll-12)2 u(x-ll-12)

ところで

   y(・)一ア・(・)一〇，γ〃(・)一戸且)一豊一2-ii1

. ・

D. v(x)＝:」''' P'9')ic2＋t？thX3＋6tl…'1'i

         (一. ( . 一S)3. ( . 一S)

  一( P'(x-li)＋3M'｝(x-li)2 u(x-li)

  ＋IPM(x-ll-2)＋3M''/ (x-ll-1，)？ u(x-ll-12)

(解)Fig. 8より荷重関数は

  w(x)＝ 一pu' (x 一一Sll)＋ii，(x)

宇部工業高等. 専門学佼研究. 報告 第7号

                   Pl
ただしy(1)＝・ Oよりア'''(o);一6瓦7i

     pttl li(一 ？s-1-e一一(Pi(1-li)＋3Mil(1-li)2

             ＋(Phl・＋3M'')1・2〕

L1
1
石

 
一↑p

一
2

トー
-
石

 
一↑凡」P

たま

M・一畷・イ1)

昭和43年7月
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lP・・一P・・M・t一脇(・一遍)一M・(・一舞)

1， Ma一＝Eh l y''(o)＋2？E''！｝i(

を考える必要がでてくるけれど以上の一般性は失われな

い. 筆者が計算したその他のものをまとめてTable 2，

3に示す. 張り出し梁，連続梁その他については第2報

に示す

8.  ま と め
参 考 :交 献

 以上のことより明かなるごとく支持関数A(X)(この

ように呼ぶことにする)の係数ア(0)，y'(0)， y''(0)，

y'''(o)は支持条件により決定され，荷重関数研(κ)(今

まではW(X)を便宜上こう呼んでいたが)は荷重条件に

より決まる. 従って静定梁と不静定梁を区別する必要は

なくなる. ただ断面が一一eCでない場合はmodified Ioad

1)Thomson Laplace. Transformation:丸善. 

2)T. ウィンスキt一一一一梁の理論，森北出版. 

3)小井土正六:材料力学演習，学献社. 

4)Churchil応用ラプラス変i換，彰国立. 

             (昭和43年3月26日受理)

Table 1.  Function forms related with beams

function

                  

9・n・・a一 B騰a一。)1繍. 

                旨

appljcation to the beams

unlt step

function

unit impulse

function

unit doublet

function

u(x-a)

e-as

s

(ユs)

6(x-a)

＝u' ix-a)

e-as

( 1)

unlt ramp

function

u''' ix-a)
se-as

( s )

1

S u(x-a)dx

＝＝ (x-a)

. u(x-a)

e-as

S2

(. 毒)

A1
ｵ

0 a. 脚
X

)

■
X

disti bpted load

     to/1
1 1 1

・調 、
b  ∋司

杢
w(x)＝ w (u(x-a)

    一u(x-b)1

 
層
⊥
ε

口■●■●6闇9
/. 

^
/
づ0

1》→ く

e

x

concentrated loab

  P

ｵ
1♂』 、 …詞

」
㌧

w(x)＝pu' (x-a)

1
ε
2

＿ . 一一 ●■●

@   簑

7
ノ
/
/

くε

@   X

1
0
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