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軸力とトルクの組合せ荷重下における薄肉円管の

ひずみと応力の測定について

谷 本 舜＊

On the measurements for strains and stresses of the thin-walled

tube subjected to the combined axial force and torgue. 

Noboru TANIMOTO

Abstract

 In this paper， ne eguations for true strain and true stress of the thin-walled tube subjected to

combined axjal force and torbue.  This is taken account of strains of the surface of specimen measured

by new method of measuremen ts proposed before and current area of cross sections of the specimen. 

1緒 言

 薄肉円管に軸力とトルクの組合せ荷重を負荷した場

合，その変形挙動の解明は，固体の一般的変形挙動の解

明のために欠かすことができない. 

 普通，この実験に際して用いる測定手段は，ストレイ

ンゲージ，あるいはそれを組込んだロードセル，差動変

圧式変位計であり，それらを用いて直接測定される量

は，表面のひずみ(あるいは変位)であり，その表面の

ひずみから，薄肉円管試験片のひずみ，ひずみ速度，荷

重，応力などを求める. そして，それらの値を用いて，

その固体材料の特性を判断し，定式化を行う. あるい

は，その実験の指針となっている理論の検証を行う. 

 ストレインti'' 一一ジを用いる場合，従来，丸棒あるいは

円管の表面のひずみを求めるために，軸方向と，軸方向

に対して45。方向にストレインゲージを接着している. 

しかし，この2方向のストレインゲージ出力からでは，

正しい表面のひずみは得られず，これら2方向の他に，

軸方向に対して90。方向，すなわち周方向にもストレイ

ンゲージを接着し，その出力も考慮しなければならな

い. ω、(3)

 軸力とトルクの組合せ荷重下において，ストレインゲ

ージを用いて，試験棒表面のひずみを測定するとき，軸
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力負荷に伴う試験棒半径方向の変化を考慮しなければな

らない. 

 さらに，軸力とトルクの負荷の順序を考慮に入れなけ

ればならない. 軸力を負荷し，さらにトルクを負荷する

場合，トルクを負荷し，さらに軸力を負荷する場合，そ

して軸力とトルクを同時に負荷する場合に分けて考察し

なければならない. それぞれの場合，試験棒表面の軸ひ

ずみとねじりせん断ひずみを求めるスフレインゲージ出

力からの計算式は異なる. (1ト(3｝

 薄肉円管試験片の真の軸ひずみ，真のねじりせん断ひ

ずみは，その表面のひずみから求めることになるが，そ

のためには，薄肉円円の変形状態を考慮しなければ正し

い薄肉円管の真の軸ひずみとねじりせん断ひずみを算出

することはできない. 薄肉円管の変形中の寸法を用いな

ければならない. 従来からの薄肉円管のひずみの計算式

では，この点も考慮されていない(4)～(5). 

 そこで，本論文は試験棒表面上の3方向，軸方向，軸

方向に対して45。方向，そして軸方向に対して90。方向(

周方向)に接着したストレインゲージ出力から求められ

る表面の軸ひずみとねじりせん断ひずみから(1)''''(3＞，薄円

管試験片の軸ひずみ，ねじりせん断ひずみ，軸力，トル

ク，軸応力そしてねじりせん断応力を求める新しい計算

式を導出する. さらに従来から用いられている表面の2

方向に接着したストレインゲージ出力から求められる表
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面の軸ひずみとねじりせん断ひずみから，薄肉円管試験

片の祝ひずみ，ねじりせん断ひずみ，軸力，トルク，軸

応力そしてねじりせん断応力を求める計算式と(4)(5)新し

い計算式とを比較検討する. そしてその結果，従来から

の計算式では大きな誤差を伴うことを示す. 

 本論文の考察は静的な変形挙動の場合にも動的な変形

挙動の場合にも成り立つ. ただし，動的な場合は，基本

的には，薄肉円管試験の両側の弾性棒のひずみを用い

る. 

 以下，軸力とトルクの組合せ負荷の場合の考察を容易

にするため，軸力負荷だけの場合，トルク負荷だけの場

合，組合せ負荷の場合の順に考察を進める. 

2軸力負荷だけの場合

 各記号の添字1は，荷重棒(あるいは入力棒，弾性

捧，ロードセル)についての値を示し，添字2は，薄肉

円管試験片についての値を示す. また，添字Sは，外表

面の値を示す. 以後の各節も同様である. 

 荷重棒(あるいは入力棒，弾性棒，m一ドセル)には

中実:丸棒を用い，試験片には薄肉円管を使用する. 以後

の各節も同様である. 

 図1のような試験棒の集合を考える. 

loading bar(input bar，elastic bar， load ceU)

          thin-wa［［ed tube

 荷重棒の縦弾性係数E1は既知とすると，その応力σ・

は，

    di＝Ei ei (3)
であり，式(2)を用いると，

    ai＝:Ei eis (4)
となる. 

 荷重棒の荷重Fユは，その変形中の横断面積をA1と

すると

    Fi ＝＝ AIOI (5)
から求められる. 荷重棒の変形は弾性範囲で微小なので

直径変化は無視できて荷重棒の変形前の直径をd1とす

ると(5)式は，

    Fl一・亜      (6)
      4

となり，(3)or(4)式を代入すると

      z！etlii［tE1g12Eisi. ，. ！i-gt［ll:i E. t eis (7)

    Fl ＝＝
      4     4

となる. 

 薄肉円心に負荷されている荷重F2は乃と等しく，

薄肉円管の変形中の横断面積をA2とすると，その応力

σ2は

    o，?l/A (8)
から求められる. 

5 トルク負荷だけの場合

図2のような試験棒の集合を考察する. 

 
瑞＿

      図1
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 2. 1試験片のひずみ

 薄肉円管試験片の真の軸ひずみε，は，その表面の真の

軸ひずみε，sと同じになる. 

    ご，＝亀、          (1)

 2. 2試験片の荷重，応力

 薄肉円管の試験片に負荷されている軸応力，軸荷重を

知るときは，試験片に直列に接続された荷重棒(あるい

は入力棒，弾性棒，ロードセル)の軸ひずみから求めら

れる. 荷重棒は弾性範囲にあり，その公称軸ひずみε1

は，その表面の公称軸ひずみ ε、sで表わされる. 

    s＝eis (2)

ioading bar(input bar， elastic bar， load
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図2 トルク負荷の場合

C

 3. 1試験片のねじりせん断ひずみ

 薄肉円管試験片のねじりせん断ひずみ7，は，その平

均半径r皿でのねじりせん断ひずみをもってそれとされ

る，表面のねじりせん断ひずみ72・，外半径をrとする

と，薄肉円管試験片のねじりせん断ひずみは，

    7 ＝＝ 一L' r-2s (g)

から得られる(6＞. 肉厚をtとすると，(9)式は
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    ア、:＝＝(1一⊥)義、     ⑩
         2r

となる. 

 3. 2試験片のトルク

 薄肉円周試験片に負荷されるトルクは，それに直列結

合した荷重棒(あるいは入力棒，弾性棒，ロードセル)

の表面のねじりせん断ひずみから求められる. 

 荷重棒は弾性範囲に有り，その表面の公称ねじりせん

断ひずみγ1，直径d1，横弾性係数G1とすると，荷重

棒にはトルクT1，

    乃一域8・γ上   (11)

が作用していることになる. 

 薄肉円管試験片に作用しているトルクT2はT1と等し

く，薄肉円管の平均半径，肉厚をそれぞれrm， tとす

ると，薄肉円管試験片のねじりせん断応力で，は

        Tl

    r2＝'7. rZ7

から求められる. 

4軸力とトルクの組合せ負荷の場合

 本節では，軸力とトルクの組合せ荷重を受けた薄肉円

筒の軸ひずみ，ねじりせん断ひずみ，軸応力そしてねじ

りせん断応力を求める新しい計算式を導出する. 荷重棒

(あるいは入力棒，弾性棒，ロードセル)には中実丸棒

を使用し，試験片には薄肉円管を用いる(図3). 

loadhg bar(input bar，e【astic bar， ioad celi)

@弩 t∵図㎞
』8一李 業・3【
M ‡ ご

燥 ＼axiai force strain gage

   図5軸力とトルクの組合せ負荷の場合

 4. 1試験片のひずみ

 薄肉円管のひずみについて考察する. 薄肉円管試験片

の軸ひずみちは，薄肉円管試験片表面の軸ひずみε・S

から，

    5，＝r一 ，s (12)
として求められる. 

 薄肉三管試験片のねじりせん断ひずみ殆は変形中の

平均半径位置Rmでの値をそれとする. 変形中の肉厚を

t2とすると，薄肉円盤のねじりせん断ひずみは，

    デ、一Rm元、     a3)
       r2

から求められる. 変形中の肉厚をt2とすると，㈱式
は，

    デ，一(1一一，)72s     ω
         2 r2

となる. 

 後で示すように変形中の肉厚t2と外半径r2の比は，

非圧縮性が仮定できるような場合，変形前の肉厚tと変

形前の外半径rの比と，次式のように関連づけること

ができる. 

    t2/'2駕〃

したがって，⑭式は，㈲式を用いると，

    72r一一 (1一＝L) r-2s

         2r

となる. 

 ここで，㈲式を導出する. 

ao

a6)

薄肉円管の変形前，変形中の外半径，肉厚，長さをそれ

ぞれr，r2， t， t2そして1，12とする. この場合，薄肉

円管の試験片の変形前の体積Vと変形中の体積V2は

等しい，

    tl (2r-t) 一t212 (2r2-t2) ＝＝O an

 薄肉円管の外表面の真の周方向ひずみe，。と外半径の

関係式，

    r2＝rEXP (5go) a8)
と，薄肉三管の真の軸ひずみεと長さの関係式，

    12＝1 EXP (e2) 09)
を用いると，⑰式は，

r・tl EXP(2写go)一2r、 t2・r2 EXP(2ε、。)＋rl

    (2rt-t2) EXP (一e) ＝O (20)

となる. 

 (20)式をt2/r2について解くと，㈲式を得る. 新ためて

記すと，

    t2/ r2 一''一t・ t/r (2D
となる. ただしここではE、。，3の2次以上の項を省略し

ており，次式を満足する薄肉円管の寸法を仮定してい

る. 

    ψ琵0. 1            e2)

普通，薄肉円管試験片の寸法は⑳式を満足するように選

ばれている. 

 次に，後で使用する薄肉円管試験片の変形中の平均半

径Rm，肉厚t2を既知の値で表現する式を導出するこ

とにしょう. 変形は非圧縮性が仮定できる程度の変形の
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場合を老察する. 

 この場合，薄肉円管の変形前の外半径r，平均半径

rm，肉厚t2，を既知の値で表現する式を導出すること

にしよう. 変形は非圧縮性が仮定できる程度の変形の場

合を考察する. 

 この場合，薄肉円管の変形前の外径r，平均半径rm，

肉厚t，長さ1及びそれらの増分dr，∠rm， dt， dlの

問の関係式は次式で与えられる(6). 

    四一(1＋÷)÷＋1÷子㈱

 また，次の関係式も成り立つ. 

         t
    rm＝r一 一     2

drm＝dr一一一！-dt

      2

dr＝＝ rsgo＝r2-r

dl＝ ls，

Rm＝r2一 一12t一＝rm＋drm
     2

t2＝t十dt

(2)i;

 ここで，ε，は薄肉円管の公称軸ひずみ，ε，。は外表面

の公称円周方向ひずみであり，r2， Rm・t2はそれぞれ

変形中の外半径，平均半径，肉厚である. 

 薄肉曲管の変形中の肉厚t2，平均半径Rmは，㈱，

四式から，次式のようになる. 

    t2 x:t ( 1 一E2-ego)

     tr t｛3FEXP (E2) 一EXP (5go) ｝ (25)

    Rmerm(1＋ε，。)＋t(0. 5ε2＋ε、。)

     … rmEXP(ε、。)＋t｛0. 5EXP(5，)＋

     EXP (5go) 一1. 5｝ (26)
 ㈱，⑳式は，薄肉円管の変形中の肉厚t2，平均半径

Rmを，変形前の外半径r，平均半径rm，肉厚t，公

称軸ひずみε2，あるいは真ひずみら，外表面の公称周

ひずみε，。，あるいは真の周ひずみ5、。で表わしたもの

である. 

 次に，⑳，(24i，(20s，そして㈲式を用いると，

    sgo＝: 一〇. 5 e2 (2T
を得る. 

 ⑳式は，薄肉革茸の公称軸ひずみε，と薄肉円管表面

公称周ひずみεg。との関係式である. 

 (2丁式は，さらに，それぞれの真ひずみを用いると，

    EXP (E，) ＋2EXP (E，，) i:3 e8)

となる. 

 4。2軸力と軸応力

薄肉円管試験片に負荷されている軸力とトルクは，薄

肉管に直列接続されている荷重棒(あるいは入力棒，弾

性棒，ロードセル)に負荷されている軸力とトルクから

求めることができる. 

 軸力負荷だけの場合と同様であって，荷重棒(あるい

は入力棒，弾性棒，P一ドセル)は弾性変形の範囲にあ

り，ひずみは微小なので，荷重棒のひずみは，その公称

ひずみε・を用いることができるので，その表面の公称

軸ひずみε、sから，

    ε、＝εls            圃

となる. 

 荷重棒に負荷されている軸力F1は，その直径変化は

無視できて，変形前の直径d1，縦弾性係数E1を既知と

して，

    Fi ＝tndi2Eiei (30)

となる. 

 ⑳式は，⑳式を用いると

    Fi ＝＝ 4一一nd？Eis，s (31)
       4

とも書ける. 

 薄肉円管試験片に負荷されている軸力F2はF1と等

しく，薄肉円管試験片の変形中の横断面積をA2とする

と，その軸応力・，は，

    a 2 ＝ ''F2/A2

     ?i /A2              圃

からめられる. 

 (3丁式は，薄肉円管の変形中の肉厚t2と平均半径Rm

を用いると，

        Fl
                       (33)    a2＝一       をπR観'2

となる. 

 ㈱式は，⑳式を用いると，

    茜イ昊識     ㈹

となる. 

 ⑳式は，㈲，e6)式を用いると，

    ・2一τ1炉島t   ㈲

となる. 

 薄肉円管の真の軸ひずみe5を用いると，圃式は，

            4. ？E. . Le. ，s (36)
    (f2＝宮｝｛乏｝一〇. 57一一;五，YP(e2)｝

となる. 

 あるいは，(36)式は，
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        d12 El sis

ぴ2二

W贋2一
烽dXP(E・)｝一(・・

となる. 

 (30式が，薄肉円管試験片の軸応力の新しい計算式であ

る. この式の中のひずみεi・，E，は，新しい測定法ω、(3)

による値である. 

 次に，従来から用いられている軸応力の計算式は，

    . ！，＝r. ！E:-一

       2z rm t

     ＝，＠［g？，E！9ill. Ele;s.  〈38)

       8 rmt

である. ω(5)ここで，Fl，ε、、ノは，それぞれ従来からの

測定法によって得た荷重棒の軸力と荷重棒表面の公称軸

ひずみである. 

 ここで，従来から用いられてきている計算式圃式と，

新しい計算式(3丁式とを比較すると，その誤差Eσは，

    Ed＝a，//o，一 1

    ，m一. ｛2. ！一〇・5'四型趣(動■蚤・'一一

           rm elq. 

     一［1＋(1＋9＿       2r)｛1昭κP㈲｝］

     . 蜜些＿1          (39)
      Els

となる. 

 荷重棒は弾性変形の範囲にあり，そのような微小変形

の場合，従来からの測定法による軸ひずみε'1・と新し

い測定法による軸ひずみε1・は殆んど変わらなくて，

    eis fe e'is (41)
となるのでω～(3)，(39)式は，

    Ea＝ (1＋ゴt、  2r) ｛1'E-P (EL・) ｝ (4i)

となる. 

 例えば，薄肉円管試験片の変形前の外半径rを10mm，

肉厚tを1mmとすると，(41)式は，

    Ea＝1. 05 ｛1'EXP (52)｝ (42)

となる. 

 働式から，試験片の真の軸ひずみε2が0. 05のとき，

誤差Eσは約一5. 4％となり，E，が0. 1のとき，誤差Eσ

は三一11％となる. このように，従来からの計算式は，

大きな誤差を含んでおり，表面のひずみの測定は新しい

測定法を用いて行い，薄肉円管試験片の横断面積は変形

中のものを使う三部がある. 

 (42)式において，ε2が零のとき，Eoは零となるが，こ

のことは，試験片の軸ひずみが零のとき，従来の式によ

る軸応力と新しい計算式による軸応力の誤差が無いとい

うことで，材料の変化が無いのだから当然のことであ

る，

 4. 3 トルクとわじりせん断応力

 中実丸棒の荷重棒(あるいは入力棒，弾性棒，ロード

セル)は弾性範囲にあり，ねじりせん断ひずみは微小で

あるので，荷重棒のひずみとしてその公称ねじりせん断

ひずみγ、を用いることができ，その表面の公称ねじり

せん断ひずみγ、sから，トルクT1は，変形前の直径

d1，横弾性係数G1を既知とすると，

       πdl Giγis
    T1＝                       ㈹         16

である. 

 この荷重棒には軸力も作用しており，その直径は変形

前の状態から変化はするが，変形が弾性範囲であり，ひ

ずみは微小であるので，直径変化は微小となり，変形前

の直径dlを用いることができる. 

 薄肉円管試験片に作用しているトルクT2はT1に等

しく，薄肉円管の変形中の平均半径Rm，変形中の肉厚

t2を用いると. 薄肉円管試験片のねじりせん断応力τ2

は，

    r2一轟，2一  ω

となる. 

 ω式は，㈹式を用いると，

    ・一3無   ㈲

となる. 

薄肉円管の試験片は弾塑性変形状態にあるので，算出

に用いる平均半径，肉厚の寸法は変形中のそれでなけれ

ばならない. 

 ㈲式は，㈲，⑳式を用いると，

          4fc1γ、、
    ニ  へ  ロ               コ               ヒ 
    32・rt｛1-EκP(S2)＋取P(E、。)一⊥｝
                      r

                       (46)

となる. 

 さらに，⑳式を用いると，⑯式は，

          dl G、γ1、

  τ2＝?5一;. ll171！t 2. 5-1. 5 EXP(e2)一⊥｝㈲

となる. 

 ㈹式が，軸力とトルクの組合せ荷重下において，薄肉
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円管試験片のねじりせん断応力を求める新しい計算式で

ある. ㈲式の中のひずみγ1s，9，は，新しい測定法によ

る値である. 

 次に，従来から用いられている薄肉円管試験片のねじ

りせん断応力の計算式は，

    ！  T！
    τ 2＝        2
      2πr況t

    -E(ll. 9！tiliGiris     働

     32rmt
である〔・)‘・). ここで，Tf，治は，それぞれ従来からの測

定法によって得た荷重棒のトルク，荷重棒の表面の公称

ねじりせん断ひずみである. 

 従来からの計算式函式と新しい計算式㈲式と比較する

と，その誤差Erは，

      ノ   E。二τ2/τ，一1

     r・｛2. 5-1. 5・EXP(e2)一t｝γll

    ＿. 一一一一一  「       一一一   一一＿一＿一1
                     リ     ノ

          γ瓦 γls

    ＝［1＋1. 5(1＋t)｛1-EXP(勾｝コ
             r

    添＿1          ㈲
    γls
となる. 

 添とγ、、の関係は，例えば

     ノ    γ1S袋ゴ . 9 γIS

となる場合がある(1ト(3). この場合，㈲式は，

    E，＿＿0. 1＋1. 35(1＋⊥)｛1-EXP(容，)｝

                       (5①

となる. 

 例えば，薄肉三管試験片の変形前の外半径rを10mm‘

変以前の肉厚tを1mmとすると，㈲式は，

    Eτ＝一1. 385十1. 485 EXP (E2)        (51)

となる. 

 ⑳式において，薄肉管試験片の真の軸ひずみε、が

0. 05回目き，誤差E. は約一17. 6％になり，ε1、が0. 1の

とき，E. は約一25. 6％となる. このように，軸力とト

ルクの組合せ荷重下において，ねじりせん断応力を求め

るとき，従来から使用されている計算式圏式は，非常に

大きな誤差を含むことになる. ここで，㈱式において，

薄肉円管試験片の軸ひずみE，を零とすると，その誤差

E，は一10％となる. これは，軸力が負荷されていなく

ても，荷重棒の表面の(公称)ねじりせん断ひずみの測

定の段階で，従来からの測定法と新しい測定法の違いが

現われているのである. 

5 結 言

 固体材料の一般的変形挙動の解明に欠くことができな

い軸力とトルクの組合せ荷重下における実験的研究を遂

行する場合，その基本的事項になる

1 薄肉二郷試験片の軸ひずみ，ねじりせん断ひずみ，

 軸応力，そしてねじりせん断応力を求める新しい計算

 式を導出した. 

 さらに，

2 従来から用いられている計算式には，非常に大きな

 誤差を含むことを明らかにした. 

3 本論文で，導出した新しい計算式は，静的な変形挙

 動の場合にも，動的な変形挙動の場合にも，適用可能

 である. 
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