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1 はじめに

 ワインバーグとサラムはゲージ理論と自発的対称性の破れの考えを組み合

わせて，弱相互作用と電磁相互作用に関する統一理論を構成し成功した。こ

れを契機として現在では基本粒子の世界を支配する理論はゲージ原理に基づ

くゲージ理論だと考えられている。ワインバーグ，サラム理論を拡張して弱

相互作用，電磁相互作用と強相互作用を統一しようという研究も行われて

いる。

 一方，高エネルギー実験技術の進歩によって新しいクォークも発見され，

過去10年の聞に高エネルギーの理論，実験の両面で大変革がなしとげられた。

理論および実験から得られた基本粒子に関する描像を要約すると以下のとお

りである。

 （1）基本粒子はゲージ原理に基づくゲージ理論によって記述される。

 （2）クォークやゲージボゾンなどの基本粒子は色（赤，青，緑の3色）の

  自由度をもち，これらは一単独では観測されない。

 （3）実験によって観測されるハドロンは複数のクォークやゲージボゾンが

  永久に閉じこめられた複合物質であり，ハドロンの色は無色である。

 （4） クォークの種類は少くも6種である。

 ゲージ理論が統一理論の基礎となっているばかりでなく，興味あることは

ゲージ理論からモノポール解やインスタント解が導出されたことである。こ

れらが自然界でどのような役割を演ずるかはまだ不明だが，多くの研究者の

注目を集めている。

 ゲージ場にはアーベル的なものと非アーベル的なものの2種がある。従来

から良く知られている電磁場はアーベル的なゲージ場である。本稿で問題に
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するのは非アーベル的なゲージ場であるヤンーミルズ場である。アーベル的

なゲージ場即ち電磁場の場合には，'良く知られているとおり，空間の一点に

静的な源となる点電荷を置いたときその回りに生ずるゲージ場（電場）自身

は電荷を持たないので，最低のエネルギー状態として，クーロン解が唯一の

解として，解析的に求められる。また点電荷が2ケ以上あるときの解は個々

の解の重ね合わせとなる。即ち線型性が成立する。それに反して，ヤンーミ

ルズ場の場合は源となる色電荷によって生じるゲージ場（グルーオン）自身

が色電荷を持ち，これがまたそのまわりにゲージ場を生じる。従ってヤンー

ミルズ場は本質的に非線型である。この非線型性が，クォークの閉じ込めが

問題となる非摂動領域で，ヤンーミルズ場の解法に大きな困難をもたらし，

モノポール解などの特殊な場合を除いて一般的には解析的な方法がない。

 古典論（非量子論）の範囲で，静的源または定常色電流が存在する場合の

ヤンーミルズ場の解析はSU（2）の場合にっき多くの人々によって行われて

いるも～3）アーベル的なクーロン解がヤンーミルズ場の解としてあり得ること

は良く知られているが，このクーロン解より低エネルギーの解も存在し，ま

た色電荷Qがある値を越えると，同じQの値に対して2つの異なるエネルギ

ー状態に分岐（bifurcation）するという特異な現象がJackiw et al．2）によって

発見された。更に色電荷と磁気電流が存在する場合のヤンーミルズ場の解析

はMathelitsch et al．3）によってなされた。

 本稿ではこれらの研究の方向にそって，よりパラメータの広い範囲で解を

探した。その結果Qが大きくなる程ポテンシャルが強く振動する解が見出さ

れた。これらはいずれも，クーロン解より低エネルギーでbifurcationを持つ。

1） J． Mandula， Phys． Rev． D14， 3497（1976）．

 P． Sikivie and N． Weiss， Phys． Rev． D20， 487（1979）．

2） R． Jackiw， L Jacobs and C． Rebbi，Phys． Rev． D20， 474（1979）．

3 ） L Mathelitsch， H． Mitter and F． Widder， Phys． Rev． D25， 1123（1982）．

4）SU（2）ヤンーミルズ理論の古典解の綜合報告としてはA． Ac・tor， Rev． Mod． Phys．

 Vol， 51， No．3，July 1979．
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：E ヤンーミルズ．場の定式化と仮設

 局所的ゲージ変換に対して共変なヤンーミルズ場の運動方程式は

   D． Fllv＝＝jv （1 a）
   Fllv ＝allAy-OvApt＋g ［Au， Av］ （1 b）

   Dui au＋g ［Apt，］ （1 c）
と書ける。ここでA．はベクトルポテンシャル，Fμ・は場の強さ，ノμは外場の4

元電流，9は相互作用の強さの定数である。ここでは古典場として扱うので

場の量や電流はすべてC数である。4元ミンコフスキーのメトリックは9。。＝

‡，9ii一一1， gμ。一〇伊＋v？である。内部対称性としてS U（2）を採用する9）

パウリ行列をσα（α一1，2，3）として，記号A．≡AZσα／2i， Fμ。≡F島σα／2i

を使うと，Fルと鵡の関係は

   琳ω一∂。A徽／一∂。蓋雛／＋9εαbC鵡ωA3ω  （2）

となる。εαbCは3次元の反対称単位テンソルである。以下では0を時間成分，

i，ノ，kを3次元空間の座標，α， b， cをSU（ 2）空間の指標とする。電場をE多，

磁場をB9とすると
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E：＝a，Ag-QOfgjFLAt ＋gEabcAg・As

   B ，a・ ＝ E，，，O，A2一一1｝一gEabCE，，，A ，b・ AC，

となり，ヤンーミルズ方程式は

   ∂、E 9-9εαbC孟2E£一ノ9

   ・1…a・B2一∂農9＋9♂bC／粥2＋…A夕B幻一ブ9

となる。場のエネルギーは

   ξ→∫ d3x（EgE多＋B鋤

となる。（4），（5）式において9＝0とわくと，
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クスウェル方程式）となる。この場合ji-0とおき時間微分を無視すると，

▽A。一ノ。となり，最低エネルギーの解として，クーロン解が得られる。また

これは線型方程式となっていることは自明である。しかし，（4），（5）式からわ

かるとおり，ヤンーミルズ方程式の場合（9＋0）は極めて複雑な非線型方

程式となるのでマクスウェル方程式のように解析的に解を求めることは困難

である。

 そこで以下ではポテンシャルに関するWitten 5）の仮定，ラジアルゲージと

球対称な電流密度を仮定する。

   A9一歩卸       （7・）

   五嚇画ゴ（・一1）    （7b）

   ブ9-g≒牟・q     ・（8・）

   ブ9一売・傭編     （8b）

ここで評は3次元空間の単位ベクトル，r。は任意の長さのスケールである。

Wittenの仮設（7）によって4元時空が時間成分と動径成分の2次元に縮め

られ方程式の扱いが容易となる。3次元空間を極座標で表わし，動径成分を

とり出し，また静的な解を扱うので，時間微分を無視すると，ヤンーミルズ

方程式は次のようなf（x），a（x）に関する2元連立常微分方程式となる。ここ

   一望＋聖鋼一xq（x／   （9・）

   一望幽㍉1『軋／エ／一一xg（x） （9b）

5 ） E． Witten， Phys． Rev． Lett． 38， 121（1977）．

 もともとのWittenのラジアルゲージに関する表現は本文（7）式より一般的に書かれて

いるが，これらはゲージ変換で結ばれているので等価であることがJackiw et al．2）によ

って証明された。
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では動径座標γは無次元の変数コ。-r／r。に書き換えてある。また（9）式には結

合常数9がない。これはもともとのヤンーミルズ方程式が9に対してスケー

ル不変となっているからである。場のエネルギー（6）をfとαで表わすと

           ξ」9篶／姫ノ＋2｝（a2一・）2＋S（f！）2ヴ♂］（・・）

       0

となる。また（1①式を，（9）式を使って，qとmで表わすことが可能である。（10）

式の部分積分を行うと

   ξ一S．∫ld・c・・［（ノーxf'）q-2xm a'］  （11）

（10），（11）においてノノーdf／dx，αノーdα／dxである。（9）は2元連立の非線型微分方

程式であり，任意のq，mに対して，一般的な解析法はない。以下では（9），

（10），（11）から導出できる解の一般的な性質を示す。

 （1①のエネルギーを有限値に保つために，x→0でα→1，／→0とならな

ければならない。またx→0でxq→0，xm→0を仮定すると（9）から／→0（x2），

α→±1十〇（x2）。またm→一m，α→一αの変換に対して（9b）は不変と

なるのでx→0でα→1十〇（x2）としてよい。また電荷密度の全空間につい

ての積分㏄∫詠記2qω鮪限値とするため，・・一・・でq一・（x-4）と仮定

する。この結果x→・・で／→0（一1），α→±1十〇（x'1）となる。以上の

x→0，・・での漸近形をまとめると，x→0では

   α（x）一1＋α、x2            （12α）

   ／（x）一f，x2             （12・b）

x→・・での漸近形は2種あり，Jackiwetal．2＞の分類に従って， Type I

   。（x）一1＋。∴⑳一1        （13。）

       エ   f （x）＝?：1 ゴ1                               （13b）

とType II

          ロ   α （x）ニー1十α＿1 x-1                          （14α）

       ロ   f （x）＝ ?＿Ul x-1                              （14 b）
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がある。α2，f2，α一｝，匹｛，α．1，∫」，は定数パラメータである。

 以上の漸近形を満たすようにf，αの適当な関数形を決めf，αとq，m

の関数関係を分析した論文もある8＞ここではq，mの関数形に対してf，α

を解くのが正常な方法だと考える。とはいっても，これは非常に困難で，筆

者の知る限り，一般的なq，mに対して分析を試みている人はいない。そこ

でJackiw et al．やMathelitsch et al．のようにq， mとして次の球面一様分布

の場合につき解析を行う。

 （A） Jackiw et al． 2'

   q（x） ＝＝Qd（x-1）， m（x）＝O （15a）
 （B） Mathelitsch et al． 3'

   q（x） 一Q6 （x-1）， m （x） ＝M6 （x-1） （15 b）

（A）は（B）の特殊な場合M-0である。

 Q→一Q，f→一fの変換に対して（9）式は不変となる。これは荷電共役変

換に対して系が不変なことを意味する。従ってQ≧0の場合に限定してよい。

一方κキ1の領域では（9α）はd2f／dx2＝2α2∫／x2となる。従ってこの領域でf

は単調減少か単調増加関数である。従ってQ-0のときは／一〇となり，運

動方程式は

   一SF：；一g ＋gei'；；一iLi ．一一．． ・ （i6）

となる。Q＝0のときの（16）の解はモノポール解に相当する。 Q≠0（f≠・0）

のときは、（15）から（9b）は， xi1の領域で，

   d2a／dx2＝ （ a2一 1 一f2） a／x2

となるので，fが大きくなる領域でαは振動する。

 （15 b）のq，mを使い，（9）をx-1の近傍で積分すると

   f” （1一）一f' （1．）一Q （17a）
   α！ （1＋）一α！ （1＿）＝一M．                           （17b）

ただしf'（1．）はxを小さい方向から1に近づけたf'（x）の極限値であり，

6） L． Jacobs and J． Wudka， Phys． Rev． D 25， 1114 （1982）．
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f'（1．）は大きい方向から1に近づけたときの極限値である。場のエネルギー

は（15 b）を使って（11）から得られる。

   ξ一（Xt．）［Qノ（1）一か（1⇒一シ'（1・）

一M
ai （lm）＋ai （1＋） ｝］ （18）

 皿 数値解析

 数値解析は境界条件（12），（13）または（14）を満たし，かっポテンシャルの連続性

が成立するようlqg）の微分方程式を解くことである。数値計算は0≦x〈1

の領域と1＜x〈∞の領域とで別々に行う。0≦x＜1の領域では境界条件

（12）のもとで微分方程式

   一f”＋2｛'li-1 f＝o， 一a”＋ （a2-1-f2）a／x2＝O （19）

を解く。1〈x〈・・の領域では変数をxからッ＝1／xlこ変換してy→0（xt∞）

の境界条件として，Type Iでは

   α（ッ）一1＋α11ッ，∫（ッ）一／一1ッ

Type I【では

   α（ッ）一一1＋α丑ッ，f（ッ）一ノ且y

のもとで，微分方程式

   一燗一｛｝df／dy＋ktl-2，一・

   一♂・／4ノ÷・／の＋（♂一1-f2）・／ノー・

（20 a）

（20 b）

（21 a）

（21 b）

を解く。4つの自由パラメータα，，f，，α盈』， f．1'Hの無数の組み合わせで計算

されたものの中から，ポテンシャルの連続性f（1．）一f（1．），α（1．）＝α（1．）

を満足するものが解となる。この解のf（1），α（1），f'（1。），α'（1．）の値を使っ

て（ITからQとM，（18）からξが計算される。与えられた境界条件のもとで微分

方程式を解くには変数領域をNケの微小区間に分割し，基点をXn＝nh，（n-0，

               一167一
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1，…，N）として，次のように微分を差分で近似させる。

   df／dx一［ノ（x。＋ん）一ノ（Xn）］／ゐ       （22α）

   d2f／dx2＝ tr（xn十 h） 一2f（xn） 十f（xn一 h）］ ／h2 （22 b ）

2階微分方程式の場合は，そのまま解く方法と2元連立1階微分方程式に直

して，解く方法がある。' 緕ﾒの場合は（19）は

   畜一9，窪一ぎ∫ ．  （23・）

   一Ilin' ＝b， 一Z／t ＝ （a2-1-f2） a／x2 （23b）

となり，f，αとそれぞれの微分9， bに関する4元1階微分方程式となる。

㈱の左辺を⑳の差分で置き換える。23）の右辺を評価するのにいくつかの方法

がある。Euler法， Runge・一 Kutta法， Milneの予測子修正法などが代表的なも

のである8）いつれも境界値f（0），α（0），9（0），b（0）の値から出発して，逐次

にf（Xn），α（コCn），9（Xn），b（Xn）の値を計算してゆく。もし解があるとすればん→

0の極限で，このように求めた関数が真の関数に収束すると仮定する。実際

には充分小さないくつかのhに対して近似解を求め，両者の差が必要な誤差

内にお・さまれば，それを解として採用する。本稿では4次のRunge-Kutta法

を使い，念のためいくつかの場合について他の方法を使って両者の結果が一

致することを確認した。hの値が誤差に関係する。一般にノ，9，α， bの

値が大きい程，即ちパラメータα，，f、，α．、， f一、の値が大きい程hを小さくし

なければならない。しかし，hを小さくする程，計算量が多くなり，計算機

の使用時間が多くなる。コンピュータは電子計算機センターのものを利用し

た。解の存在を探したり，図形を描く目的でMZ-80B，2000を用い，この結

果から精度を上げる目的でM130Fを用いた。表1はα，＝2，f2-3に対するノ（x）

の値をいくつかのhに対して計算した数値例である。h≦0．02で良い精度が

得られることが判明できる。困難で最も時間を要する作業は無数の解の中か

ら特定のQ，M（例えばQ＝50， Mニ0）のものを探し出すことである。本稿

7）J．M．マコーミク， M． G．サルバドリ。清水留三郎訳「FORTRANによる数値計算プロ

 グラム」，サイエンス社。
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      表1 α2-2，f2＝一3のときのノ（x）の計算値

0．1 0．05 0．02 0．01

0 0 0 0 0

0．2 0．1239249 0．12374061 0．12372233 0．12372273
0．4 0．54730815 0．54748626 0．54756122 0．54757231
0．6 1．4729942 1．4738449 1．474079 1．47411

80
■
⊥

3 ．3738307

6 ．766054

3 ．3747969

6 ．7632475

3 ．3751 901

6．7633101

3 ．3752492

6 ．7633564

の計算では4つのパラメータを入力値として与え，その結果として，Q，Mを

計算するので一般に予期しないQ，Mの値が得られる。そのためMathelitsch

et al．3）が示したように，1つの解をQ-M座標系の1点としてプロットする

方法が有効である。パラメータを変化させるとQ-M座標系に1つの軌跡が

描かれる。このようにして得られた沢山の軌跡の中から必要なQ，Mに最も

近いものをいくつかひろい出し，多重補間法で，目標とするQ，Mに対応す

るパラメータを決定した。以上の方法で数値計算は0≦Q≦50の範囲で行っ

た。得られた結果を以下に示す。

 （a）解の存在範囲

  （i）Type Iでは，任意のQの値（Q≧0）に対して解が存在する。また

   与えられたQに対してMの上限Mmax（Q）が存在し，M≦Mm。。（Q）が解の

   存在範囲である。数値的に求められたMmax（Q）を第1図に示す。Q≧5

   ではMm。x（Q）＝O．68 Qである。Mの下限は見出されなかった。

     M
30

20

10

o  10 20 30 40
第1図Mの上限，Mmax（Q）， Type I
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（ii）Type llではMの上限はないが，下限が存在する。与えられたQに

 対してMmi．（Q）が存在し， M≧Mmi、（Q）が解の存在範囲となる。数値

 的に求められたMmi。（Q）を第2図に示す。 Q≧17でMm・・（Q）＝一〇・70 Q

 である。またQ-0のときMmi。一1．289，Q＝5．8のときMmin＝Oとな

 る。Jachiw et al．21の解析はM-0に相当しており，このときQ≧5・8

 がType IIの解の存在範囲であった。これは第2図のM-0， Q≧5．8

 の横軸に対応する。第1，2図のQ-M図形はQ ：Oの附近でMathe・

 litsch et al．3＞の結果と一致しない。ここでは詳細を省くが，彼等の論

 文には多少の誤解があるように思える。

     M
     5

o

一10

一20

一30

10 20 30
・
04 50

 Q

第2図 Mの下限，Mmin（Q），Type II

（b）ノ，αの関数形

  Q-50，M＝0に対応するf，αの関数形を第3～10図に示す。第3

 図を除いて，αは節（node）nを持つ。 nが偶数のもの（n-0，2，4，6）

 がType Iであり，奇数のもの（n-1，3，5，7）がType llである。図中の（i），

 （ii）はbifurcationで分岐したもののうち，エネルギーξが大きい方が（i），

 小さい方が（ii）である。一般にαが強く振動する程（nが大きい程）ξは

 大きくなる。前章で説明した如く，fが大きい領域でαが振動する様子
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（c）  M＝0におけるQ一ξ曲線

 M＝0，0≦Q≦50にお・けるQ一ξ曲線を第11図に示す。Qが小さい

ときはn＝0，Type Iの解だけ存在し， Qが大きくなるに従いエネル

ギーの大きい，bifurcationをもつ解が現われる。 n-0が最低のエネル

ギーレベルでnが大きくなるに従い，高エネルギーレベルとなる。しか

し，いずれもクーロンエネルギーξciよりは低い。 bifurcationが現われる

臨界電荷Q。とQ。におけるエネルギーξ，を表2に示す。
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      10 20 30 40 50第11図 M＝OのときのQ一ξ曲線。図中のnはαの節である。比較のためアーベル
    的ゲLジ場のクーロンエネルギーξ。1も示してある。
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表2 M-0のときのbifurcationが現われる臨界電荷Q，とエネルギーξc

η Qc
ξ・（4z2g-ro）

Type

1 5．8 11．8 H
2 13．2 50．8 1

3 15．8 79．2 H
4 21．5 142．3 1

5 24．0 185．4 H
6 29．2 269．8 1

7 32．0 331．1 H

IV結  語

 静的な源が存在する場合の古典場としてのヤンーミルズ場の解を，ラジア

ルゲージを仮定して，パラメータの広い範囲にわたって，数値的に求めた。

その結果としてQが大きくなる程，多くの解が出現し，これらはいずれも

bifurcationをもつ。またこれらのエネルギーはいずれもアーベル的ゲージ場

のクーロンエネルギーより低いことが示された。またエネルギーが高い程，

ポテンシャルは空間的に強く振動する。本稿ではQ≦50の範囲で計算を行っ

たが，Q＞50の場合でも，以上の傾向は不変のものと思われる。これらが実

際の自然界で具体的にどのような意味をもっているかは不明だが，非アーベ

ル的ゲージ場が自然の統一理論の基礎と考えられていること，および従来か

ら良く知られているアーベル的なゲージ場である電磁場からは得られない特

徴（モノポールやインスタントン）があるという点から，ヤンーミルズ場の

研究は重要と思われる。本稿ではM＝・ Oの結果のみを示した。M≠0の結果

は次の機会に発表したいと思う。
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