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0 序

1 目 的

 結合律を仮定しない環におけるideal論は相当進展しているといってよい．

その初期の文献としては［1］，［2］，［3］，［5］，［7］，［15］，［19］，［36］

などが挙げられる．ここでいうidea1論とは通常“加法的ideal論”とか“一

般ideal論”などといわれているものをさす．

 著者は主として半群，束半群におけるideal論を加法的または乗法的な面

から研究を進めてきたが，今までに得られた加法的な結果のうちとくに

idealの準素分解に関するものを結合律を仮定しない乗法系のidealに対し

て拡張しようというのがこの論文の目的である．

2 概説

 乗法平すなわちbinary multiplicationをもつset（［6］）の部分系（sub-

system）やidealに対して何の制限も加えなければ，これらの集合はそれぞ

れ包含関係でBoole束になるから，結合律をみたす通常の環における加法三
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idea1論の拡張は得られないことは明らかである．そこでこの論文では

module operator ¢を導入して，それに関して閉じた部分系とくにideal（φ一

ideal）を中心に考察することにする．もちろんφとしてこれをdiscreteに

とれば結果は極めて単純になるけれども意味を失うことはない．φと類似の

operatorはかなり以前からMyung，著者， Hsu， Houston等によって，結

合律をみたす環において導入されているが，この論文ではそれらとは若干違

う立場をとることにする（［10］，［11］，［12］，［16］，［28］，［29］，［30］，

［33］）．

 第1章ではφ一idea1， compact生成系，素なφ一こ口eal，片側residualなど

の基本概念を導入し，とくにφ一ideal・Aの根基ρ（A）をAを含むすべての素

なφ一idealの共通分として定義する．この論文で論ずるidea1の分解（meet

表示）の理論と同じ方向の理論ではidea1の根基をどのように定義するかと

いうことが基本的に重要である．これについては結合律をみたす環において

種々の試みがなされている（［17］，［31］，［35］）．われわれの場合にこれら

の論文もいくつかの示唆を与えるのであるが今回は上記のρ（A）によること

にする．著者はHsuとの共著の論文［29］において，結合律をみたす場合

に，μ一systemなるものを導入したが，それを今の場合にcompactな生成系

Kの部分集合に適用してdirectedφ一system（abbr． d一φ系）を定義する．そ

れはK元で素なφ一idealに含まれないものの全部のもつ性質を抽出して定義

したもので，これはMcCoy［20］の思想圏にぞくするものであるが，この

d一φ系は後続の章で有効に役立っ．

 第H章では，まず片側primaryなφ一idealを定義して，φ一ideal Qが左

primaryになるための必十条件を与え，一般分解定理一それはこの論文の

第V章で与えられる（定理29）一の一意性（定理10）を証明するのに必要

な補題を用意する．一意性の証明については結合律をみたす環の場合と同様

であるが，念のためそれを実行することにする．

 ついで第皿章では一般ideal論の局処理論ともいうべきφ一idea1の弧立成

分について論述するが，すでに著者やMurdoch［31］がしたように，左
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primaryなφ一ideal Qに含まれないKの元の全部のもつ特性をKの部分集

合に付与したものとしてgeneralized directedφ一system（abbr． g-d一φ系）

を定義する．上記Qの根基をP一ρ（Q）とするとき，Q⊆Pであるから

g-d一φ系はPに対するd一φ系Dを含む．Dをg-d一φ系の核という．このよう

な概念によってφ一idealの弧立成分が定義され，左準素分解（meet表示）

における因子の状況が明らかにされる（定理15，定理16）．

 ここで論ずる結果をさらに進めるためにはideal積に関して何らかの条件

が必要となる．この理論が重要な実例を含み，したがって良い応用ができる

ように配慮するならば，群の正規部分群の交換子群の性質に着目して，その

条件を見つけるのも一つの立場であろう．それは非結合的な代数系のもっと

も古いものの一つとして，上記の正規部分群の系があるからである．ここに

二つの正規部分群の積を，その交換子群として定義するのであるが，このこ

とはSchenkman［37］および著者［25］がすでに指摘している．そこで第

IV章では丁零群のみたす条件をもとに条件（ε）を導入して（IV，3）精しい

結果を導く（定理22，定理23，定理24）．

 以上述べたことは，φ一idealで左門素idealの有限個のmeetとして表示で

きるものについての結果であった．任意のφ一idea1がこのような表示をもっ

ためにはφ一idea1系に対してさらに条件が要求される．それは（1，1）で述

べたmodularityをKとの関連で弱めた条件として見出される．すると，こ

の条件とφ一idealに関する昇鎖律のもとに“任意のφ一idealが左準素φ一ideal

のmeetとしての表示をもっための必十条件はφ一idea1束がKとの関連で定

義される弱Artin-Reesの条件をみたすことである”ことが証明される（V）．

よく知られているように環のideal系がmodularityをもっていることは，

idea1論が展開できる基本である．とくに乗法的ideal論が成立するように

進めばこのmodularityはdistributivityまたはそれに近い条件に近づいて

くる．このように見れば，ideal束の条件として上述の弱められたmodularity

のもとで任意のφ一idealの片側準素φ一idealのmeet分解の場が得られるこ

とは注目できると思う．さらに，この条件が弱められるか否かは著者には未
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解決である．なお最後の章で可換ではあるが結合律を仮定しない乗法系のφ一

idealの分解を求める．

 この論文を通してS＝（S，・）を単位元eをもつ乗法系とする．乗法の結

合律は仮定しない．Sの巾集合をゆ（S）で表わす． X， y∈ゆ（S）に対して

X・Y＝｛oc・Nix∈X， y∈Y｝とする．とくに1元xより成る集合｛x｝は

xと同一視して｛x｝・Xをx・Xで表わすX・xについても同様である．

I ldeaiとその根基

 1 Module OperatorとModularity

         φ：9》（S）一→6ip（S）；Xト→φ（X）

が次の4条件をみたすとき，φをmodule operatorという：

 （1） Xg¢（X）

 （2） XC一 Y D ¢（X） C一 ¢（Y）

 （3） ¢¢ （X） 一＝ ¢ （X）

 （4） ¢（X）・¢（Y） Cm ¢（X・Y）

 Xがφ（X）＝Xをみたすとき，Xをφ一closedであるという．'

 空でないA∈ゆ（S）が次の2条件をみたすとき，AをSの左φ一idea1（右

φ一ideal）という：

 （1）Aはφ一closedである．

 （2） s．AgA （AesgA）

Aが左φ一idea1で同時に右φ一idea1であるとき， Aを両φ一idealまたは単に

φ一idealとかidea1という．
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 Sのideal全部の集合を1で表わす．1は包含関係に関して完備束を作るこ

とは明白である．

 X∈⑳（S）に対しXから生成されるideal g（X）が存在する． g（X）は

Xを含むすべてのidealの共通分であることはもちろんであるが，構成的に

は次の式で与えられる：

       g（X） 一＝ ¢（U f（a'（S， …， S， X， S．， ・・'， S））

            a，n' 1 r-1 r r十1 n

ただしf（a）（xls '”， Xn）はweight n， typeαのproduct-form［40］， n≧3，

r≒1，r≒πとし， Uはあらゆるtypeとnについての集合和を意味する．

 1の部分集合Jを与えたとき，Jに含まれるすべてのidealの集合和より

生成されるidealをg（」）で表わすことにする．

 定義： さて1の部分集合Kが次の2条件をみたすとき，Kを1のcom-

pactな生成系という．

 （1）E∈K，H⊆Kに対してE⊆g（H）ならば有限個のE，，…， En

∈Hが存在してE⊆U7。1且である．

 （2）任意のA∈1はKの適当な部分集合H（A）によってA-g（H（A））

と表わされる．

 KにぞくするidealをK-idealということもある．

 完備束1一（1，⊆）は一般にはmodular束ではない．ここで，これに関

連したことに若干触れておく．まずφなるmodular operatorについて条件

（4）の仮定なしに次の（1のが成り立つことが証明されるが紙数の都合で

ここではそれを実行しない．

 （lm）α， b∈S；X∈⑳（S）として，α年φ（X）であってα∈φ（X． b）

であるならばb∈φ（Xuα）が成り立つ（これを‘元のφに関する交換性'

という）ときφ一closedな鎖（S）の元の全体は包含関係に関してsemi-

modularな束を形成する（［27コ，［38］）．

 この元のφに関する交換性を強くして次の結果が得られる．ここでは証明
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を省略する．

 （2m）α∈S；X，Y∈⑳（S）としてα年φ（X）であってα∈φ（xuy'）

であるならばφ（xuα）＝φ（Xub）， b∈φ（y）なるbが存在するときφ一

closedなsiP（S）の元の全体は包含関係に関してmodular束を形成する．

 さらに条件（4）の代りにそれより強い条件として

 （4' ） a．¢ （X） 一 ¢（a．X）， ¢ （X） ．a ＝＝ ¢ （X'a）

を仮定し，その上

 （5） a．2 ＝ 2'a ＝2 （VaE S）

なる元2の存在を付加すれば，1がmodular束を作ることが証明される．な

お1のsemi-modularity， modularityに関しては後にArtin-Rees property

に関連して論述したい（第V章）．

 2 片側Residual
                              馳

結合律を仮定しない代数系（乗法系）においてもresidua1が定義できて，

それが通常の計算法則をみたす．とくにcompactに生成される乗法系につ

いてresidualが定まる．

A，．Bを任意の2っのidea1とする：A，．B∈1． A∩Bを生成するK-idea1

を任意にとってEとすれば

E．B g （A ．B） ．B g A．B．B．B g1 A．B gA

であるからE・B⊆AをみたすK-idea1 Eが存在する．このようなK-idea1

全部の集合をK，（．4，B）で表わす．層これによって‘AのBによる1eft residua1'

を次で定義する：

           （A ： B）i ： ＝g（Ki（A， B））

このとき，（A：B）1＝φ（U｛EIE∈K、（A，B）｝）となることが示される．

全く平行的に‘AのBによるright residua1'（A：．B），を定義することができ

る．『すると次の定理が成り立つ：
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定理1．Module operationφをもつ乗法系（結合律を仮定しない）にお

いてφ一idealの全部の集合1は包含関係と上記の左または右のresidua1に関

して片側residuated lattice（［4］）を形成する．このresidualはcompact

な生成系Kの採り方に依存しない．

証明 left residualについて述べる：まず次の7っの性質は一々checkで

きる：

 （1，） Ag（A：B），

 （2，） （A ： B），．B gA

 （3，） B｛1；A ＝〉 （A：B）， ＝＝S

 （4，） A，gA， ＝〉 （A，： B）， g （A，： B）i

 （5，） B， gB， 〉 （A ： B，）， 2 （A ： B，），

 （6i） nz（A ： Ba ）i ＝ （A ： g（UABA））

 （7i） na（Aa ： B）i ＝ （n zAA ： B）i

これらについては結合律を必要としない．つぎに定理の後半について：C・B

⊆AなるC∈1の全部の集合を1，（A，B）とする． H（C）の任意元Eにつ

いてE・B⊆Aは明白であるからH（0）⊆K、（A，B）である．このことか

らg（H（σ））⊆g（Kl（A， B））．この逆の包含関係が成り立つことは明白．

よってg（1‘（A，B））＝g（K‘（A， B））＝（A：B）‘である．よってresidual

はKの採り方に依存しない（終）．

 注意： residua1の定義（［4］，［8］）によれば， A， B∈1に対して

0。・B⊆Aなる‘最大の0。∈1'の存在を示せば十分である．それが上記の

9（lt（A，B））＝9（U｛H（σ）1σ・B⊆A｝）である．

3 素なφ一ldea1

1のcompactな生成系Kを任意に固定して話を進める． ideal A∈1に対

して（A：E）1⊃A（等号不成立）なるE∈Kは‘Aに左有縁である（left
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related；nicht linksteilerfremd）'という．そうでないとき，つまり（A：E）1

＝＝Aのとき，Eは‘Aに左無縁（left unrelated；linksteilerfremd）'である

という．Aと左無縁なK-idealの全部の集合をUl（A）で表わす．またAに

含まれるK-idealの全部の集合を1（A）で表わす．さらにUl（A），1（A）のK

におけるcomplementをそれぞれuf（A），1c（A）で表わすことにする．い

まAをSとことなるidealとするとき

山（A）⊆lc（A）， 1（A）⊆uF（A）

が成り立つ：E∈Ut（A）つまり（A：E）t＝Aとする．かりにE⊆Aと

すれば（3∂によって（A：E）1-S．A≒Sであるからそれは不可能であ

る．よってE∈Ic（A）でなくてはならない．

 さてφ一ideal A，．Bの積がまたφ一idea1であるようにするため次のように定

義する：

A¢B 一一 ¢（A．B）

 たとえばφ一ideal Pがprimeであるというのは‘AφB⊆P⇒A⊆Por

B⊆P'と定義するのであるが，φ（P）＝Pであることから

A．B g；P O A¢BgP

である．よってprimeの定義を‘A・B⊆P⇒A⊆Por B⊆P'としても

よい．またこのA，BをK元として限定してもよい．その他にpr加eの定義

はいろいろ可能である［6］，［19］，［39］；上の定義の系統のものとして

lemma 9（［25］の12個のうちのいくっかを非結合的な乗法系において採用

できる．また［30］や［32］における！としてわれわれのφを採ることがで

き為．すなわち！の条件をφで書きかえれば

 （1） aE¢（a）

 （2） xE¢（aUA） 〉 ¢（sc）g¢（aUA）

となり，これは自明であるから，Definition 1，2［30］をmodifyしてf一
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primeを定義することができる．それは次に定義するdirectedφ一closed

systemに関連する．

 定義： Kの部分集合：Dが次の条件（＊）をみたすときDをdirectedφ一

closed system（abbr． d一φ系）という．

 （＊）E，E2∈D⇒ ヨE3∈Ds．t．E，⊆E，φE2

空集合はd一φ系とする．

定理2．φ一ideal Pについて次の3条件は互いに同値である：

（1。）Pはprimeである．

（20） E，¢E， gP （E，EK） ＝〉 E， gP or E2 gP

（3。）1c（P）がd一φ系である．

 証明 （1。）⇒（2。）⇒（3。）⇒（4。）を示せばよい．（2。）⇒（3。）は（2。）

の対偶をとればIC（P）がφ一樟に関して閉じていることを示している．他の

部分も容易に示される．

 定理3．PをSとことなるφ一idealとする． Pがprimeなるための必十条

件は次が成り立つことである：

            u，（P） ＝ IC（P）

 証明 Pがprimeであるとして，（．P：E）t＝P（E∈K）であるとする． E

はPに含まれないことは（3，）を用いて直ぐ分かるからE∈1σ（P），Ul（P）

⊆lc（P）．つぎにEがPに含まれなければ（P：E）1・E⊆Pより（P：E）1

⊆P，（P：E）t＝Pとなり1σ（P）⊆山（P）である．逆にUl（P）＝1σ（P）

とする．E，・E、⊆P（E，∈K）とするとE⊆E，φE、なるE∈Kに対して

（P：E）1＝PよってP⊆（P：E，φE，）1⊆（P：E）1＝P，したがって（P：
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E，φE、）t＝Pとなる．ここでかりにE1，E、ともにPに含まれないとすると

E，，E、∈u9（P）＝1（P）となりPは真に（P：El）t＝P（i＝1，2）に含ま

れることになって矛盾である．よってUl（P）＝1c（P）でなくてはならない．

補題4．φ一ideal Aに対して1（A）と共通元をもたないd一φ系を1っ固定

してDとする．このとき次の集合は帰納的である．

T（A； D）： ＝＝ ｛B EI11（B）nD ＝＝ ¢｝

 T（A；D）が帰納的であることは容易に確かめられるからZornの補題に

よって極大元がある．その任意の1っをPとする．そこでE，φE、⊆Pで

E，，E、ともにPに含まれないようなEi∈K（i-1，2）が存在するとすれ

ば，8（PuE，）はDと共通元をもっから，それらをF，とする（i＝1，2）．こ

こでF⊆且φ凡なるF∈Dがあるから

Fg Fi ¢F2 gg（PUE，） ¢g（PUE2）

＝ ¢（g（PUEi）．g（PUE2）） g； ¢（PUEi．E2）

gg（PUP） ＝＝ g（P） 一＝ P

よってF∈1（P）となって矛盾である．

 このことから次の定理が導かれる：

定理5．．A，：DおよびT（A；1））を補題4と同じとする．このときT（A；D）

の極大元（その存在は補題4により保証される）Pはすべてprimeである．

 証明 K-ideal E， FでEφF⊆Pかつ， E， FともにPに含まれないもの

が存在すると仮定する．するとE。⊆g（．PuE）， F。⊆g（PuE）；E。，E。

∈DなるE。，F。が存在する．するとM∈D， M⊆E。φF。なる．Mがと

れるから

一 171 一



徳山大学論叢 第34号

    Mgg（PUE） ¢g（PUF） gg（PUEip F） gg（P） ＝＝ P

となって矛盾である．よって上記のようなE，．Fは存在しないからPは

primeでなければならない．

 4 根基とDirectedφ一System

 任意のφ一ideal・Aに対しそ．A⊆Pなるprime Pが存在する（補題4）．

そこでこのようなprime Pの全部の共通分をAの‘根基'と定義し，それを

ρ（A）で表わす．これについて次の，いわゆる‘radical property'が成り立

つ：

 （1，） A g； p（A）

 （2，） AgB ＝〉 p（A）gp（B）

 （3，） p（p（A）） ＝p（A）

 （4r） p（A n B） 一 p（A）n P（B） ＝ P（A ¢B）

 定義：A⊆PなるPがprimeでA⊆Pノ⊆P， Pノ≒Pなるprime 1）ノ

が存在しないとき，Pを‘Aにぞくするminimal prime'という．するとA

の根基ρ（A）はAにぞくするすべてのminimal primeの共通分に等しいこ

とが次の補題より導かれる．

 補題6．A⊆Pとし， Pをprimeとする． A⊆P'⊆Pなるprime P'の

全部の集合は帰納集合である．ただし順序はPノ≦P”：⇔P'⊇P”によっ

て定義する．

証明 ．Pノ≦．P”≦…≦P（”）≦…（A⊆P（n）⊆P）を任意の鎖とすれば

∩簿LPω＝：．P＊はまたA⊆P＊⊆Pなるprimeである（終）．

primeとd一φ系との関係は次の定理によって与えられる．この定理は次の
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意で有用となる．

 定理7．Aをφ一idea1とする． K-ideal・Eを元にもつd一φ系が必ず1（A）

と共通な元（K-ideal）をもつようなE全部から生成されるφ一ideal・r（A）は

Aの根基ρ（A）と一致する．

 証明 いまかりにA⊆Pであるがr（A）を含まないようなprime．Pが存

在すると仮定すれば，Pには含まれないでr（A）に含まれるK-ideal Eがあ

る．するとE⊆E，∪…uEnなるK-ideal E‘で， Eiを元にもつどのd一φ系

も1（A）と共通元をもつようなE、が存在する．このE，のメンバーの中には

少なくとも1個はPに含まれないものが存在するから，そのような1っをEh

とする．Eh∈1σ（P）∩1（A）＝φとなってこれは矛盾である．よってA⊆P

なるprimeはすべてr（A）を含むからr（A）⊆ρ（A）となる．つぎに逆の

包含関係を見るためK-ideal Eでr（A）に含まれないものをとると， Eを含

み1（A）と共通元（K-idea1）をもたないようなd一φ系Dが存在する．する

と定理5によってA⊆Pで1（P）がDと共通なK-idealを含まないような

prime Pが存在する．よってEはPに含まれない．だからEは∩i｛P， l P，

⊇A｝一ρ（A）に含まれない．したがってρ（A）⊆r（A）となって目的を

達する．

H 片側準素Meet分解

1 片側準素IdeaI

ideal（φ一idea1）Qが“左primary”（abbr．1-p一 ¢ 一idea1）または“左準素

なφ一ideal”であるとはK-idea1 E， FについてEφF⊆QであってFが

ρ（Q）（Qの根基）に含まれなければ，E⊆Qとなることを意味する．
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 すぐ分かることは，上記のE，Fをそれぞれ1の元として，ゆるめても定

義としては同値になることである．そして次の補題も容易に示される：

 補題8．φ一ideal Qが左primaryであるための必十条件は下の包含関係が

成り立つことである：

uf（Q） g i（p（Q））

 いま有限個の左primaryなφ一ideal Q1，…， Qnについてそれらの各根基が

すべて等しいとする：ρ（Ql）一σ（i＝1，…， n）．するとQ：＝Q，∩…∩Q・

もまた左primaryで，その根基はσに等しい．何故かというと（4r）（1，4）

によってρ（Q，∩…∩Q。）ニρ（Q，）∩…∩ρ（Qn）ニCである．そこでK-

idea1・E， FについてEφ．F⊆Qとし，．Fはσ＝ρ（Q）に含まれないとす

る．するとEφF⊆Q、，Fはσ一ρ（Q、）に含まれないからE⊆Q、（i＝

1，…，n）， E⊆Qとなる．さて次の用語を用いる．

A ＝＝ Ain'” nAn （＊）

をφ一ideal・Aの，φ一ideal．んによるmeet表示とする．1っの．んを省くと，

右辺がAより真に大きくなるとき，．んは“省けない”という．（＊）の右辺

のどのA，も省けないときAのmeet表示（＊）を“省けない表示”または

“簡約表示”という．（＊）が簡約表示でないときはどれかのA，を省くことが

できるが，省けるA，の取り方はいろいろあるであろう．一般的に省ける

．んゴ，…，．ん，は一意的には定まらない．

 補題9，Q、，…， Q。を左primaryなφ一idealとしA：＝Q1∩…∩Qnを簡

約表示とする．少なくとも一組の（i，k）があってρ（Q，）≒ρ（Q、）であれ

ばAは左primaryでない．

証明 T，：＝Q，∩…∩Q，．1∩Q‘＋1∩…∩QnとおくとQiφT，⊆AでT，
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はAに含まれないから，かりにAが左primaryであるとすればQ、⊆ρ（A）

＝ρ（Q，）∩…∩ρ（Qn）よって（3，）（1，4）によってρ（Q‘）⊆ρ（Q1）∩…

∩ρ（Qn）がすべてのi＝1，…， nについて成り立つから

           p（Qi）一 '” ＝一 p（Qn）

となり，これは矛盾である（終）．

 φ一idea1 Aの簡約表示：

             A＝＝ QinmnQn （＃）

があるとき，これが次の2条件をみたすならばこの表示（＃）をAの“左

primary簡約表示”または略して“1-p-s表示”という．

 （1，）各Q、は左primaryである．

 （2，）どの2つのQ‘∩Q、（i ￥h；i，h＝・1，…， n）も左primaryではな

い．

 ここで条件（2．）は次の条件で置きかえてもよい．

 （2S）どの2っ以上のQ、（1）∩…∩Q、（，）（r≧2；i（1），…， i（r）＝1，…， n）

も左primaryでない．

 （2言）⇒（2，）は自明であるが，（2，）⇒（2言）についてはQ，（1）∩…∩Q、（，）

が簡易表示であることから補題9によって明らかである．

 2 一般分解定理の一意性

 さて可換な結合的環におけるいわゆる一般分解定理は［8］，［14］，［17］，

［23］，［35］等によって種々の方向に拡張されているが，ここでは分解の一

意性についてのみ考察する．それは次のように拡張される（分解の可能性に

ついては後の章で得られる）．

定理10．φ一ideal Aが有限個の左primaryなφ一idealのmeetとして表示
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されれば，Aは1-p-s表示をもつ．いま

A ＝＝ Qf'） n '” n Q：） ＝ QE2） n '” n QS2）

第34号

（a）

をAの2通りの1-p-s表示とすれば，m＝reとなり，番号1，…， m＝n

を適当に並べ代えて，

p（QS・ i'） ＝＝ p（QS・2'） （i ＝一 1， …， m一 n）

とすることができる．

 証明 まず補題9とその直前にのべたことからAが1-p-s表示をもっこと

が分かる．そこで｛ρ（Q11）），…，ρ（Q鼠）），ρ（Q12）），…，ρ（QS2））｝の中のset

として極大なものを1つとる．必要ならば番号1，…，m；1，…， nおよび

右肩の（1），（2）を打ち替えればよいから，その極大なものをρ（Q11））として

よい．するとρ（Q9））と同じものが｛ρ（Q12）），…，ρ（Q£2））｝の中に現われて

いることが分かる：もしかりにρ（Ql'））≒ρ（Q£2））（h＝1，…， n）であると

すれば，Q9）はρ（Q浮））のどれにも含まれない．もしQl'）⊆ρ（醒））なるh

があればρ（Ql'））⊆ρ（ρ（Q12）））＝ρ（Q£2）），ρ（Ql'））＝ρ（Q£2））となるから

である（1，4，（2r），（3，）とρ（Ql'））の極大性による）．他方において（Q11）：

Ql'））1-Q11）がi＝2，…， mについて成り立ち，（Q12）：Ql'））t＝Q12）がk-

1，2，…，nについて成り立つことが分かるからA＝Q12）∩…∩Q£2）一（Qf2）：

QSi'）i n'”n （Q£2' ： Q（i'）i ＝＝ （QSi' ： QSi'）in （QS” ： QS”）i n '” n （Qin” ： QSi'）i-

S∩Ql'）∩…∩Q鶏）＝Ql'）∩…∩醒）となって矛盾を生ずる．そこでρ（Q11））

＝ρ（Q12））としてよい．さて（α）において（A：Qi'））1をつくれば次の等

式が得られる：

（QSi' ： QSi'）Jn'” n （Q（m” ： Ql”）t ＝ （Q12' ： Qii'）tn'” n （QS2' ： QSi'）i （B）

iE￥ 1であればQl'）はρ（（～11））に含まれないし，また（gPはρ（Q22））にも，

ぬ≒1なるかぎり，含まれない．よって，このようなi，kに対して（Qli）：
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Q11））'＝Q11），（QE2）：Q11））＝Q£2）である．よって（β）より次の等式を得る：

      Qsi） n '” n QS'） ＝＝ （QS2） ： QSi））JnQS2） n '” n Q£2）

したがってこの等式から次の等式が成り立つ：

    （QS'） ： QS2））in'” n （Q＄'） ： QS2））t

    ＝ （（Qf2） ： QSi'）i ： Qf2'）i n （QS2' ： QS2'）tn '” n （QS2） ： Qf2'）i （r）

ここで（Q12）：Ql'））1⊇Q12）は明らかで，ε≒1， h・≒1であればρ（Q11））も

ρ（Q£2））もQi2）を含まないから（Q11）：Q12））t＝Q11），（Q撃）：Q12））1＝Q撃）で

ある，よって（γ）から

          Q5'） n '” n QSD ＝ Q52） n '” n QS2）

が導かれる．この最後の等式に対して（α）について行った方法を繰り返す．

これをつづけて遂にm＝nでρ（QS．i））＝ρ（Q12））（i＝1，…， m＝n）が見

られる（終）．

皿 弧立成分

 この章でも記号は前の2章と同じである．

 1 Directedφ一Systemの拡張

 定義： Kの部分集合Mが次の2っの条件をみたすとき，これを“広義

の左directedφ一system”（略して“9-d一φ系”）という：

 （1の Mは少なくとも1っのd一φ系Dを含む．

 （2のM≒φならばD≒φである．

 （3の Mの各元FとDの各元Eに対してσ⊆FφEなるσ∈Mが存

在する．
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 φも1っの左g-d一φ系と見る．そのときはそれに含まれる左d一φ系はφ以

外にはない．

 またMがφでないとき，Mに含まれるd一φ系はφでないものとして存在

し，その1っのDについて条件（3のをみたせばよい．このようなDをM

の“核”と呼び，M［D］によってMが：Dを核にもつ左9-d一φ系であること

を示す．もちろんMによってDが一意的に定まるとは限らない．またd一φ

系Dはそれ自身を核にもつ左g-d一φ系でφることは明らかである．いまφ一

ideal Aに対して1（A）と共通元をもたないd一φ系Dを1っ固定する．この

Dを核にもち1（A）と共通元をもたないようなすべての左g-d一φ系M、［D］

の集合和をM。［1）］とする：M。［D］＝U、Mλ［：D］．これはもちろんAと

Dとによって一意的に定まる左g-d一φ系で1（A）と共通元をもたない最大の

左g-d一φ系である．

 以後，左g-d一φ系の“左”を略して単にg-d一φ系ということもある．

2 拡張されたDirectedφ一Systemの核

 この節ではAをSとことなるφ一idealとし， Dをφでないd一φ系とする．

次の節で必要ないくっかの補題をのべる．

 AとDに対して下の2条件をみたすg-d一φ系Mを考える：

 （1）MはDを核にもつ．

 （2）Mと1（A）とは共通元（K-idea1）をもたない．

 このとき｛σ∈IiA⊆C， M∩1（C）＝φ｝は帰納集合であるから，極大

元をもつ．その極大元の任意の1っをQとするとき，次が成り立つ：

補題11．山（Q）は：Dを含む．

 証明 K-idea1・Eが（Q：E）t⊃Q（等号不成立）をみたせばEがDに含

まれないことを示せばよい．F⊆（Q：E）1でかっQに含まれないK-ideal

Fが存在するからQはg（QuF）に真に含まれる．よってQの極大性により
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          Fogg（QUI7）， FoED

なるK-idea1・F。が存在する．すると

      F， ¢Eg g（QU 17） ¢Eg g（Q¢EU 17¢E） g Q

となる．ここでもしEがDの元であると仮定すれば，E。∈DでかっE。

⊆F。φEなるE。が存在する．よってE。⊆Qとなり1（Q）がMと共通元

を含むことになり矛盾である．

 補題12，AとDとに対して次が成り立つ：

         Dgu，（A） 〈〉 IC（A）＝M［D］

 証明 （⇒）：Ul（A）⊇Dを仮定すれば， Ut（A）⊆1c（A）は当然である（1，

3）から，D⊆1σ（A）である．よって任意のE∈Dと任意のF∈1σ（A）

に対して（A：E）1＝AであってAはFを含まない，したがってFφEは

Aに含まれない．このことからAに含まれないK-ideal E。でE。⊆．FφEな

るものが存在する．つまりlc（A）はDを核とするgd一φ系になっている．

 （C）：lc（A）が：Dを核にもつg-d一φ系であると仮定する．もしか・りにD

がUl（A）に含まれないと仮定すればDの元FでF∈uF（A）が存在する．

すると（A：F）tはAを真に含むから，Aに含まれないK-ideal EでE⊆（A

：F）、なるものが存在する．するとE。⊆EφFをみたす任意のK-idea1 E。

に対してE。⊆Aである．他方，仮定よりE・⊆Eφ．FでAに含まれない

K-ideal」I」1。が存在する．このことは矛盾である（終）．

以後次の記号を用いる：

       T， （A， D） ： ＝＝ ｛B E llA g B， Dg u， （B）｝

ただしd一φ系Dは1（A）と共通元（K-ideal）を含まないものとする．
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 補題13．d一φ系Dは1（A）と共通元をもたないものと仮定する． Dを核と

してもち，かっ1（A）と共通元をもたないg-d一φ系の全部の集合和をM7（A，

D）とおく．このときKからMf（．A， D）を除いた集合から生成されるφ一

idea1はT、（A， D）の極小元である．

 証明 まずA⊆B，Mf（A， D）∩1（B）＝φをみたすφ一ideal．Bの全体の

中には極大元があるからその1っをQとする（補題11の直前）．Ul（Q）⊇D

であるし，lc（Q）⊇Ul（Q）であるから補題12によって1σ（Q）＝M［D］である．

lc（Q）がMf（A， D）を含むことは明白であるから， M7（A， D）の極大性に

よって1σ（Q）＝M7（A， D），すなわち1（Q）＝K-Mf（A， D）であるから

Q 一g（1（Q）） 一＝ g（K-M！（A， D）

が成り立つ．そこでA⊆0⊂Qをみたす任意のφ一ideal Cに対して山（C）

がDを含まないことを示せばよい：いまかりにUl（C）がDを含むと仮定す

ると補題11によって1σ（C）はDを核にもつg-d一φ系で1（A）と共通元をも

つ．よってAに含まれCに含まれないようなK-ideal Eが存在することに

なって矛盾である（終）．

補題14．QをT、（A， D）に含まれる極小元でSとことなるものとする．す

ると

Q ＝一 g（K-Mf（A， D））

が成り立つ．

 証明 まず補題12によってlc（Q）は1）を核にもつg-d一φ系であって，こ

れは1（A）の元を含まない．そこで補題13によりAはQノ：一g（K-M＊（A，

D））に含まれるから，Q'は1（Qノ）がDを含む極小元である．するとlc（Q）

⊆M＊（A，D）であるから次が成り立つ：
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Q⊇8（K-M＊（A，D））'＝Q！， Q＝Qノ

3 1dealのDirectedφ一Systemによる成分

 まずφ一ideal・Aの左D一成分を定義する：d一φ系Dで1（A）と共通元（K-

idea1）をもたないものを取って固定する．1 （A）と共通元をもたないで， D

を核としてもつg-d一φ系MがE∈Kを含めばMが1（A）と共通元をもっ

てしまうようなE全部から生成されるφ一idea1をμ‘（A，1））で表わし，これ

をideal・Aの左D一成分という．ここに“左”はMの定義における（3のが

左右非対称であること，つまりMが左g-d一φ系であることに依存している

のであるが，以後“左”を略する場合が多い．

 定理15．AをSとことなる任意のφ一idealとし， Mをφでないd一φ系で

1（A）と共通元をもたないものとする．M＊（A， D）とT、（A， D）を用いて

μ」（A，D）は次のように表わされる：

       pe（（A， D） ＝一 n Ti（A， D） 一g（K-M'（A， D））

 証明上の2っの等式の第2項はT、（A，D）に含まれるφ一ideal全部の共

通分であるが，これをQとおく．まずQ＝g（K-Mf（A， D））を示す：

E∈Dに対して

     （Q ： E）， 一n｛（B ： E）， IBE T， （A， D）｝ 一n｛B｝ 一Q

であるからD⊆山（Q）である．よって補題14を用いて目的を達する．つぎ

に第1の等式μ‘（A，D）＝Qを証明する．1（Q）の元Eを含むなどの左

g-d一φ系も1（A）の元を含むことが分かるからQ⊆μ・（A，D）である．逆

にK-idea1 EがDを核にもつ左g-d一φ系M［1）］の元であればM［D］∩1（A）

がφでないとすれば，このようなEはMf（A， D）に含まれない．よって

E⊆g（K-Mf（A，D））＝Qこのことからμ，（A， D）⊆Qとなり目的を達
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 この定理の系として次の2っの結果を得る．

［1］

もたないd。φ系とすればμ、（A，D）⊆μ‘（B，：D）である．

［2］

もたないとき次が成り立つ：

       D， g D， ＝〉 pt ，（A， D，） g pe ，（A， D，）

第34号

A，Bを2っのφ一idea1としA⊆Bとする．：Dを1（B）と共通元を

．Aをφ一idealとし， D 1，：D，をd一φ系とする． Dが1（A）と共通元を

 はじめの系についてはT，（A，：D）⊆T，（B，D）であることから明白である．

第2の系についてはM7（A， D1）⊇MT（A， D，）であるから定理15の第2の

等式を用いて容易に証明される．

 以上“左”について述べたが，これは全く平行的に“右”についても成立

する．

 4 1dealの片側弧立成分

 Aをφ一idealとし， PをAを含むprime（primeφ一idea1）とする． D。：＝

lc（P）とおく．このときμ、（A， D。）をAの“左弧立P成分”という．これ

を簡単にμ（A，P）と書く（添字の1も省略する）．

 さてllにおける分解

            A一＝ Qin'”nQn （＃）

を考える：φ一ideal Aが左primaryなφ一ideal Q1，…， Qnによって（＃）の

ように表わされているとする．このとき次の結果が得られる：

 定理16．（＃）の各Q、についてlc（ρ（Q、））が最大なd一φ系Diを含むとき，

prime（φ一ideal）Pに対して

 ：D1，…， D、はそれぞれlc（P）を含み
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D。＋1，…，：Dnはそれぞれlc（P）を含まない

ならば

pti（A， P） ＝ Qin '”n Qs

が成り立つ．

 証明 まず前節の［2］によってμ・（A，P）⊆μ、（A， D、）（i＝1，…， s）

が成り立つ．さて補題8によってlc（ρ（Ql））⊆u（Ql）であるからD、⊆

u（Q，）である．よって定理15によりμ、（．A， D、）⊆Q、であるからμ，（A， P）

⊆Q，∩…∩Q，である．ここで特別に8＝nの場合にはA⊆μ‘（A，P）⊆

Ql∩…∩Q。＝＝Aであるからμ，（A， P）＝・ Q、n…∩Q。となって定理は証明

されたことになる．そこで8＜nとして考える．lc（P）は1c（ρ（Qノ））（ノ＝

8＋1，…，n）に含まれないからρ（Qノ）はPに含まれない．よってQノがPに

含まれない．いまE」⊆Qノ，Ej∈1σ（P）なるK-ideal Eゴが存在するから，

1c（P）がd一φ系であることに着目すれば，次々と下のような瓦∈1c（P）

が取れる：Fs＋1⊆E、＋iφE、．、， Fs．、⊆Fs＋iφEs＋3，…，瓦一1⊆Fn．、φEnすると

Fn-i g （'”（（Es＋i¢Es＋2） ¢Eg＋3）'”） ¢En g Qs＋1 n '” n Qn

ここでEをE⊆Q，∩…∩Q。なるK：一idealとすればEφ瓦一1⊆（Q，∩…∩Qs）

∩（Q、＋1∩…∩Q。）＝A．そこでlc（P）を核とするg-d一φ系でEを含むよう

なものを任意にとってMとすればMの元FでF⊆EφF。．1をみたすもの

が取れる．F⊆AであるからMは1（A）と共通元をもつ．よってE⊆μ，

（A，P）となり， Q，∩…∩Q、⊆μ（．A，P）となる．これで目的を達した．

IV 根基と弧立成分

この章では結合的可換環におけるidea1の局処的理論を，ある適当な条件
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のもとに，いま対象としている乗法系に拡張することを試みる．

 1 不定元の積形式

 n個の不定元をX，，…，Xnとし，これらの，この順序での積形式を

           f．（a'?（a' （Xi， ”'， Xn）

とかく．αはこの積形式の“型”を表わす．型を等級（Stufe）ということも

ある．いまここで考える積形式は，各不定元がそれぞれ1回しか現われない

ものに限定する．たとえばn＝3の場合にはf3（a（1））＝（X、X2）X，とf、（α（2））

一X，（X、X、）の2個， n＝4の場合はf4（α（1））＝（（XIX、）X3）X、， f4（“（2））＝

（XiX2）（X，X4）， f，（a（3）） ＝＝ （X， （X，X，））X，， f，（a（4）） ＝ X，（（X，X，）X，）， f，（a（5））

＝X1（X・（X・X・））である．ここで不定元の個数を積形式の“重さ”という．

重さの定義は，不定元が1回以上現われ，その順序にも制限を加えない場合

には，各不定元の現われる個数の総和とするのであるが，いまの場合その定

義と食い違いはない．

 とくにfヒα（1）またはf、α（5）のような積形式を左または右のnested型という．

一般的には（…（（X，X、）X、…）Xnを左のnested型といい，メ冴（1）で表わす．

右の場合は溜ωで表わす．

 2 極小なPrimeの積

 前章までに述べたSのφ一ideal系について考察をつづける．記号はすべて

前と同じ．

定義：Sのφ一ideaL4に対してA⊆Pなるprime（φ一ideal）Pを“A

に属するprime”という．

 補題17．φ一idealに関して昇鎖律が成り立つときは，各φ一ideaL4につい

て，Aに属するprime全部の中に極小なものが存在し，その個数は有限で
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ある．

 証明 Aがprimeであれば結果は自明であるから， Aはprimeでないと

仮定する．Aに属するprimeの存在はSによって保証されていることはい

うまでもない．いまAに属するprimeの中に極小なものが無限に存在する

としてそれを｛P。｝とする．存在については補題6による．仮定によって

2っのφ一idea1・Bノ，σ'で，これらはいずれもAに含まれないが，その積

B'φぴはAに含まれるものが存在する．Bノまたはぴのいずれか一方は無

限個の．Pβに含まれなくてはならない．ここに｛Pβ｝⊆｛P。｝である．いま

Bノをそのようなものとし，g（AuBノ）＝：．A1とおく．するとA⊂ん⊆．Pβ

（∀β）でA，はprimeでない．それはもしprimeであるとすれば．A，＝．Pβ

がすべてのβに対して成り立つことになって仮定に反するからである．した

がってんはAと同じ条件のもとにある．この論法をつづければA⊂ん⊂

A、⊂…なる無限列を得るから昇鎖律に反する（終）．

 以後この章ではφ一idealに関して昇鎖律を仮定する．

 補題18．P，，…， Pmをφ一ideal Aに属するすべての極小なprimeとする．

すると適当な積形式f（a）（X，，…，X，）が存在して

f（a） （p．o）， …， P．（，）） g A

である．ここにP。ω，…，P。（のはP，，…，Pmの重複をゆるしたものでπ（1），

…，π（のはそれの適当な置換である．

 証明 Aがprimeであれば結果は自明であるからAはprimeでないとす

る．2っの適当なK-idea1・E， Fが存在してE， FともにAに含まれないで

EφFがAに含まれる．B＝g（AuE）， C＝g（AuF）とするとA⊂B，

A⊂Cである．いまB，σに属する極小なprimeをそれぞれPチβ），…， PSB）；

Pρ，…，PまC）とする．もし， BとCに対してもAに対して証明しようとす
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る性質をもっていると仮定すれば

       声β）（  （B）P  x（1），…，P髪？）））＝！；チβ）（P（B））⊆B，

       fE r） （P（．C，1， ， …， P gC，k，） ＝ fE r） （P（C）） g C

なる積形式∫仰，fAγ）が存在する．すると

    f．（B' （P（B'） ¢ fE r' （P（C'） g B¢ C ＝＝ g（A U E） ip g（A U F）

    gg（A UE¢F） ＝g（A） ＝一 A

であるから声β）・fEγ）＝：f、（a）， t＝n＋m，として

           f（a） （p（B）， p（C）） g A

である．いまここで．P・（B）に含まれ，かっAに属する極小なprimeを｛P≦ぐ）｝

とし，Pi C）に含まれかっAに属する極小なprimeを｛班）｝とするとき，

｛P、（f），理）｝はAに属する極小なprimeであり

            ft（α）（P！県），」巧葦））⊆A

である．もし主張がAに対して正しくなければ，Bまたはσに対しても正

しくないから，この論法をつづけることにより昇鎖律に矛盾することになる

（終）．

 3 Nested積と片側準素Meet分解

 この節でもφ一idea1に関する昇鎖律を仮定し，さらに次の条件（ε）を仮

定する．

 （ε）任意有限個のφ一ideal．ん，…， A nとその任意の型の積声α）に対して

下の関係をみたす左のnested型の積メ誕（'）が存在する：
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！諺ω（A，（1），…，A，（隅））⊆！証の（ノ11，…， An）

ただしA，，…，Anは重複をゆるし， i（1）≦…≦i（m）；m≦n；｛‘（1），…，

i（m）｝⊆｛1，…，n｝とする．

 条件（ε）は結合律が成り立つ場合には自明である．また非結合的であっ

て（ε）が成り立つ重要な実例がある．

 補題19．φ・ideal．Aに対して（A：．P）1⊃AなるAの極小なprime Pが存

在する．ただしAはSとことなるものとする．

 証明A自身primeなら自明であるからAはprimeでないとする．する

と補題17と条件（ε）とによって，Aにぞくする極小なprime P1，…， Pn

（適当に重複もゆるす）が存在して左のnested型の積ぷ（‘）（P1，…， Pn）・Aに

含まれるようにできる．するとn＞1であるから（A：P，）1⊃Aとなる

Pi＝Pが存在する．

定理20．左primaryなφ一idea1の根基はprimeである．

 証明 Qを左primaryなφ一idea1とする． Q＝Sなら自明であるからそ

うでないとする．すると補題19によってQに属する極小なprime．Pがあっ

てE∈il（P）で几φE⊆QかっQに含まれない几∈Kが存在する．よ

ってE⊆ρ（Q）となりP⊆ρ（Q）となる．他方，ρ（Q）⊆Pであるから

P＝ρ（Q）となる（終）．

 この節における条件のもとではφ一ideal．Aの根基がprime（Pとおく）で

あれば（A：P）1⊃Aであることが分かる：まずA＝Pであれば自明であ

るからP⊃Aとする．するとPの適当な左のnested型の積！冴（‘）＝メ凶）φ

PでAに含まれるものがある．そこでもし（A：P）、＝＝Aであれば踏1）φ

一 187 一



           徳山大学論叢     第34号

P⊆Aである．これをつづければP＝・Aとなって矛盾を生ずる．

 定理21．φ一ideal・Aの分解（＃）（第2章，第3章）においてρ（Ql）＝Pi

をprimeとする（i ・＝ 1，…， n）．このとき｛．P，，…， Pn｝の極小元（包含関

係による順序集合としての）の全体はAに属する極小なprimeの全体と一

致する．

証明 補題17によって，：適当な積形式！（αω）が存在して！（αω）（Pi，…， P，）

⊆Q‘である（i＝1，…，n）．すると

ノ（α）（ノ（α（1））（P1，…，P1），…，！（α（π））（Pバ・，P。））

gf（a'（Qi， …， Q．） g Qin'”nQn ＝A

よってA⊆Pなるprime Pに対してP，⊆PなるP，の存在が示されるこ

とになる．したがってAにぞくする極小なprimeは｛P，，…， P。｝の中に現

われることになる．逆に｛P、，…，P。｝の極小元をP、とすればA⊆P⊆Pi

なるprime Pに対して，前半で述べたと同じようにしてP」⊆PなるPjが

存在するからP」⊆P，．したがって、P、＝Piとなる（終）．

前章で得た結果（定理16）によって次は容易に分かる．

 定理22．（＃）をφ一ideal・Aの左のprimary ideal Ql，…， Qnによるmeet

表示とし，各ρ（Q、）・・ Piがprimeであるとする． P≒sがprimeで．P、，…，

PrはPに含まれ， P，＋1，…，Pnは含まれないとすれば，次が成り立つ：

          pti（A， P） ＝＝ Qin'”nQr

 いま（＃）が1-p-s表示であれば，定理21によって，Aに属する極小な

prime PはどれかのP，に等しい．ただしPiはρ（Q、）である． Pに含まれPl
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とことなるPは存在しないのであるから定理22によってμ、（A，P）＝Q、で

ある．この事実の結果として，次の2定理が得られる：

 定理23．（＃）を1-p-s表示とする．Aの極小primeの全体をP，，…， P、と

すれば次の表示を得る：

      A ＝＝ pti（A， Pi）n'”npti（A， Pt）nQt＋in'”nQn

 定理24．φ一ideal Aが1-pφ一idealの有限個のmeetとして表示され，これ

ら1-pφ一idea1の根基がすべてprimeであるとすればAの極小primeをP1，

…，P、とするとき

           u，（A， P，）， …， pt，（A， P，）

はすべて1-pφ一idea1である．

 4 Join-Closed Compact生成系の下の弧立成分

 一般的にLをcompactな生成系Kをもつ束とする． Kがfinite joinで閉

じているとき，つまりKがしのjoin sub-semi-latticeを作るとき， Kをし

の“join-closed compact生成系”という． Kがしのcompactな生成系のと

き，Kから生成されるjoin semi-1atticeをK宰とすれば， K＊はしのjoin-

closed compact生成系になることが容易に所由できる．

 そこで元に戻って，条件：φ一idea1の昇鎖律，（ε），および“Kがjoin-

closedである”という条件のもとで考察をつづける．

 補題25．P，，…， P、をprimeなφ一idealとする．φ一ideal Aについて1（A）

が1（P，）∪…ul（Pn）に含まれるならばA⊆RなるPiが少なくとも1個

存在する．

証明 1（A）⊆1（1）1）U…ul（Pm）で1（A）は1（P，）∪…Ul（P、．i）ul（Ph．1）
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∪…U P（．Pm）には含まれないようなm（≦n）をとる．ただし， P，，…， Pmの

番号は適当に打ち変える．またどのh＝2，…，m-1についても上の

“含む”“含まれない”関係は保たれるようにする．したがってn≧3とし

て考えているのである．このようにすれば，次のようなK-ideal Ekを選ぶ

ことができる：

      E，⊆A，E，⊆Ph；瓦⊆P，でないG≒ん）．

ただしi，h-1，…， mである． lc（．P，）はg-d一φ系であり， E・，…， Emはす

べてこれに含まれるから，次のようなF，，…，Em．、をこのg-d一φ系の中から

取り出すことができる：F，⊆E、φE，，F、⊆F，φE、， F，⊆F，φE，，…，

Fm一、⊆Fm一，φEm．するとFi：＝四一1⊆P」（ノ≒1）でFr⊆P1ではない

ことが示される．全く同じようにしてPj（ノisF i）には含まれ， Piには含ま

れないような躍を取ることができる（i＝2，…，m）．そこで．F＊：＝g（Fr

u…u eS）とすれば， Kがjoin-semi-latticeであることからF＊は1（A）の元

である．したがってF＊はどれかのP，に含まれる．よってF，＊⊆P，となって

矛盾であるからn≧3の場合は済んだ．n＝1の場合は明白である． n-2

の場合は1（A）⊆1（P1）ul（P、）でかっAは．P1にもP、にも含まれないとし

て次のようなK-ideal EiとE、を取る：E‘⊆A， Ei⊆Pi（i＝1，2）であっ

てE，はP、に，E、はP，に含まれない．するとg（E、uE、）⊆Aであるから

g（E，uE、）はP，かまたはP、に含まれることになりE、⊆P1またはE1⊆P、

が導かれて，これは矛盾である．以上で証明が完了した．

 定理26．（＃）をφ一ideal Aの1-p-s表示とする．ただしP、一ρ（Q、）は

primeとする． Pを．4に属するprimeでSとことなるものとすれば，次の

2条件は同値である．

 （1）Pはμ‘（A，P）の左因子である：すなわち（μ、（A， P）：P）‘⊃

μ，（．4，．P）が成り立つ．

 （2）P＝ρ（Q、）なるQ、が存在する．
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 証明 （1）⇒（2）：定理21によりAに属する極小なprimeは順序集合

｛P，，…，Pn｝の極小元であるから．P，⊆PなるPiが存在する．このような

primeの全部を，一般性を失うことなく， P1，…，P、とする．すると

        pti（A， P） ＝ Qin'”nQt， p（Qi） ＝ Pi

となり，これはμ、（A，P）の1-p-s表示である．仮定によって1（P）⊆

u9（μ‘（A，P））であるから1（P）⊆1（P，）∪…ul（P、）である．したがって

補題25によってPはどれかのPi（1≦i≦t）に含まれ， P，の極小性から

P＝Pεとなる．

 （2）⇒（1）：まず定理22を用いて，Pl⊆PなるP、の全体を｛P1，…，．Pt｝

とすれば，μ‘（A，P）＝Q1∩…∩Q、，ρ（Q、）＝P、である，これはμ，（A，P）

の1・・p-s表示であるからPはどれかのP、である．E∈uf（ PtJ（A， P））⇔E

⊆Pであるから（1）を得る．

V 片側準素Meet分解をもつ乗法系

 この章では前の章で導入した条件（ε）は仮定しない．

 1 生成系に関連した上半Modularity

 環のideal全部の集合はmodular束で，これはideal論が成立するための

基本的な支えであるが，ここではKとの関連でそれを下のように弱めた条

件を考える．

 まずKから生成される乗法系をm（K）とかくことにする．φ一idealの全

体を1で表わす．

定義： 1がKに関して“上半semi-modular”とはφ一ideal A，Bとm（K）
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にぞくするideal Eについて

          AnECBCACg（AUE）

が成り立つならば次の関係をみたすφ一ideal Cが存在することとする：

        AnECCEE， An（g（BUC））＝B

 φ一ideal QがQを真に含む2個のφ一idealのmeetとして表わされないと

き，Qを“既約”であるという．さて次の補題を必要とする：

 補題27．1がKに関して上半semi-modularであるとする．既約なφ一ideal

Qとm（K）の元E，およびφ一ideaL4に対してQ∩E＝A∩EかっQ⊂A

であればE⊆Qが成り立つ．

 証明 B：＝A∩g（EuQ）とおくとQ⊆Bであるが，ここでQ＝Bで

あればQ＝A∩g（EuQ）でQ⊂AであるからQ＝g（EUQ）⊇Eとな

り問題はない．そこでQ⊂Bを仮定する．すると，A∩E⊆Q⊂A⊆

g（AUE）であるが，もしA＝g（AuE「）ならばE⊆AであるからE＝

A∩E＝Q∩E．よってE⊆Qとなる．もしA∩E＝QであればQ∩E

＝Q，Q⊆Eとなり，9（EuQ）＝E．よってB＝A∩E＝Q∩E＝Qと

なりQ⊂Bに矛盾する．さてそこで

          AnECQCACg（A”E）

の場合を考えればよい．上半semi-modularの条件よりA∩E⊂0⊆E，

Q＝A∩g（QuO）となるφ一idealσが存在する． Qの既約性によりQ＝

g（QuC）である．したがって0⊆Q⊂A，0⊆A∩Eである．これはA

∩E⊂σに矛盾する（終）．

一 192 一



1990年12月前村田憲太郎：MODU：LE CLOSUREをもつ乗法系における加法的IDEAL論

2 生成系に関連した弱Artin-Rees性

 Dを任意のd一φ系とする．するとどのような積形式f（“）（Xi，…， X'm）

（型（α）も，重さmも任意）に対しても，Dの各地Eに対して

1（f（”）（E， …， E））

はDと共通元をもつ．

 このことはmに関する帰納法で確かめられる．まずm-1なら自明で

ある．そこで型を任意としてmより真に小さい正整数を重さにもつ積形式

に対して上記の命題は正しいと仮定する．上の声α）についてf（“）（x1，…，

Xm）＝！（β）（Xi（i），…，X‘（r））・！（γ）（X・（1），…， Xh（、））， r＜m，8＜m，であるか

ら盃α）（E，…，E）?r（β）（E，…， E）φfs（γ）（E，…， E）であるが帰納法の仮定

によってDは1（fr（β）（E，…， E））とも1（fs（γ）（E，…， E））とも共通元をも

つ．それらをそれぞれF，， F2とすればF⊆F，φF2， F∈DなるFは1（f（“）

（E，…，E））のmemberである．

 定義： 1が次の条件をみたすとき，1は左の，Kに関連した“弱Artin-

Rees property”をもっという：“任意のφ一ideal．Aと任意のE∈Kに対し

てA∩E＊⊆AφEなるE＊∈m（K）が存在する．”これはReesのproperty

［34］とmodifyしたものである．ここに“左”とはAφEの順序（Aが左）

に関係して呼ぶのである．

 定理28．φ一idea1に関する昇鎖律を仮定する．各φ一idea1が有限個の左

primaryなφ一idealのmeetとして表示されるならば，1はKに関連した弱

Artin-Rees propertyをもつ．

 証明 Aをφ一idea1とし， E∈Kとして， AφE＝Q1∩…∩Qnを左

primaryなφ一ideal Q、によるmeet表示とする．もしすべてのiについて
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．A⊆Q‘であればAφE⊆A⊆Q，∩…∩Qn＝AφE， A∩E⊆A＝AφE

であるから問題はない．そこで，必要ならQ、の番号iを打ちかえてAは

Q，，…，Q鵬のどれにも含まれないと仮定する（1≦m≦n）．するとAφE

＝A∩Q・∩…∩Q一である．Kにぞくするφ一ideal FでFφE⊆Q，かっ

Q、（1、≦i≦m）には含まれないものが存在するからE⊆ρ（Q、）（1≦i≦

m）．よってこれらの各iに対して適当な積形式ノαωが存在して，！α（'）（E，

…，E）⊆Q、となる．そこでfa（1），…，fa（m）の左のnested積をノ（α）とすれば，

f（・）（E，＿，E）⊆Q、∩…∩Q一となりA∩！（α）（E，…，E）⊆A∩Q，∩…∩Q一

＝AφEである（終）．

 定理29．（一般分解定理）1がKに関して上半semi-modularであるとし，

前定理と同じ昇鎖律を仮定する．1がKに関連した弱Artin-Rees property

をもてば各φ一idealは有限個の左primaryなφ一idealのmeetとして表示さ

れる．

 証明 昇鎖律が仮定されているのであるから既約なφ一idea1が左primary

であることを示せば十分である．いまQを既約な左primaryなφ一idealと

する．E， FをKの元とし， EφFはQに含まれるがEはQに含まれない

ものとする．いまA：＝g（QuE）とおけばQ⊂AであってAφ．F＝

9（QuE）φF＝9（Qφ．FuEφF）⊆Qである．そこで！（a）（F）＝！（a） （F，…，

F）を適当にとってA∩ノ（α）（F）⊆AφF⊆QであるからA∩f（“）（F）⊆Q

∩f（”）（F）．したがってA∩ノ（α）（F）＝Q∩ノ（の（F）となる．ところでQ⊂

Aであるから補題27によって！（α）（F）⊆Q．つぎにFを含む任意のd一φ

系をDとすると，これは1（！ω（F））の元を含む．そしてf（a）（F）⊆Qで

あるから：D∩1（！ω（F））⊆D∩1（Q）となる．この事実から直ちにFがQ

の根基に含まれることになる（終）．
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3 Modularなldeal系での片側二二Meet分解

第1章のはじめに予告したmodularityに関連して次の補題を用意する：

 補題30Sのφ一idealの全部の集合1が次の条件をみたすとき，1は包含関

係に関してmodular束をつくる：

  σ⊆8（AuB）， C窪∠4 ⇒ ヨ．D⊆Bs．t．8（Auσ）＝8（Au．D）

この条件を（ex）で表わし， idea1系1のφに関する“exchange axiom”と

いう．gはφ一idea1を生成するoperatQrで（1，1）において述べたもので

ある．gがφに関与していることはいうまでもない．

 この補題の証明は次のように簡単である：

 A1，A、，Bをいずれもφ一idealとして

         9（A，uB）＝9（んuB）， A1⊂ん

をみたすものとする．．んに含まれなくて，A，に含まれるKにぞくするφ一

ideal Eが存在するから，もちろんE⊆g（A，uB）である．すると（ex）

によってD⊆B，g（A，uE）＝g（．41∪1））をみたすφ一ideal 1）が存在する．

1）⊆g（A，uE）⊆g（A1uA，）＝A2であるからD⊆A2∩Bであるが，．Dは

A，∩Bには含まれない。これで証明ができた．

 ついでに述べておくこととしてφ一closedなset全部のmodularityについ

ての条件（（1，1）で述べた（2m）による証明）であるが，これは上記のg

をφとして上の証明と全く同様に得られる．この章でsemi-modularityに

ついては“上半”のそれを通常とは異なった形で定義したのであるが，これ

に関する詳論は稿を速めて論じたい．

 この章で得られた定理28および定理29によって次の定理が成り立つ：

定理31．Sのφ一ideal系1において，それがmodular束であり，かっ昇鎖
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律をみたすものとする．このときφ一idea1がすべて1-p-s表示をもっための

三十条件は1がその生成系Kに関連した弱Artin-Rees propertyをもっこと

である．

 以上の理論ではすべて“左側”についての論考であったが，analogousに

“右側”についても論述できる．またここで得た諸結果はすべて結合律を仮

定しない“非可換環”に対しても適用できるが，その際φとしてmodule-

generationをとるのがもっとも自然であることは論を侯たない．しかし実

はそれ以外のものもとることができる．これについては［11］，［12］，［13］，

［16］，［21］，［28］，［29］，［30コ，［32］，［33］などによって多くの情報が得

られる．生成系Kのとり方としては単項ideal系を考えるのが極めて自然で

あろうが，それ以外にも種々なものが考えられる．［9］，［10］，［13］，［14］，

［21］，［25］，［26］，［27］などに有用な情報源があるので，そのいくつかを

踏まえてわれわれのKを導入したのであるが，これについての詳論はまた

の機会にゆずりたい．またprime idea1の定義も［6］，［19］，［30］，［32］，

［39］などに見られるようにそれぞれ特徴があり，多くはそれに対応して根

基やprimary idealについても種々の工夫がなされて理論の整合性を保って

いる．これらについては［6］，［7］，［8］，［15コ，［19］，［20］，［25］，

［26］，［36］等を参照することができる．これらの中には根基について，い

わゆる“radicaLlike”な性質を抽象的に仮定して理論構成をすることを試み

たものもある．次の章で述べる条件［＊］は可換な場合のradical-like”な性

質と見ることができる．もし束論的なformulationをするならば，［＊］を．

ρの性質（1，），（2r），（3r），（4r）とともに採用することに不自然さはない．

VI可換な場合の平素Meet分解

この章ではSが可換な場合またはもっと弱くφ一ideal系1が積φに関して
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可換な場合の準素meet表示について考察する．なお簡単のため積AφBを

A・Bまたは単にABとかくことにするが第1章のA・Bと間違うことはな

い．

 1 φ一1deaIの対称巾

 定義：Aをφ一idealとし，その“対称巾（symmetric power）”A（「）を次

のように定義する：

まずA（1）＝Aとし，帰納的にA（「）＝A（'”）・．A（'一1）とする．ここにrは正整

数である．

 この対称巾は次の性質をもつ：

 （1，） AgB ＝〉 A（r）gB（r）

 （2，） r一〈s ＝〉 A（'）2A（s）

 （3，） A（r）（s） ＝A（s）（r）

 （4，） A（「＋8）＝A（「）（s＋1）＝A（s）（「＋1）

 （5，） A（rs） gA（r）（s）

 （6，） （A n B） （'） C一 A（”） ． B（r）

 （7，） （g （A U B））（rs） g g（A （r） U B（s））

 この対称巾に関連して“bracked巾”を下のように定義する．これも帰納

的に（CA）［1］一〇・Aとし，（CA）国＝（（CA）［「一1］）・Aとする．ここにrは

正の整数である．これについて

 （8，） （CA）（”）［（CA）［r］

が成り立つ．

 さてこの章ではφ一ideal Aの巾根基を次によって定義する：B（「）⊆Aな

るrが存在するようなφ一idea1 Bの全部から生成されるφ一idea1をRad（A）

とかき，これを“巾根基”という．ここにrはBに依存する（一定でなくて

よい）．Rad（A）＝．4なるφ一idealを“根基ideal”とよぶ．
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 もしφ一idealに関して昇平律が成り立てば各φ一ideal Aに対して（Rad

（A））ω⊆Aとなるnが存在することが証明される．またこの場合次の補題

が成り立つ：

補題32．Rad（A）は根基idealである．

 証明 （Rad（A））（「）⊆A，（Rad（Rad（A）））（8）⊆Aとなるr，8があるか

ら（5。）を用いることにより（Rad（Rad （A）））（「s）が．Aに含まれることにな

る．よってRad（Rad（A））⊆Rad（A）である（終）．

 2 Lasker型の準素Ideal

 定義： φ一ideal Qが次の条件をみたすとき，これを“Lasker型の準素

ideal（abbr． L一門素ideal）”という：A・．B⊆QでAがQに含まれないな

らば，あるrが存在してβω⊆Qである．

 この節ではφ一idealに関して昇国焼を仮定する．φ一ideal Aを含むprime

φ一ideal PはRad（A）を含むことは直ちに分かる．またし一準素ideal Qに対

してRad（Q）は必ずしもprimeにならないしかし便宜上Qを“（rprimary”

と呼ぶことにする．ただしQ＊＝Rad（Q）である．また，“QはQ＊に属す

る”ということにする．QがQ＊に属するとき，次が成り立つ：

 （a） A．BgQ， Ag；Q＊ 〉 BgQ

 （b） AglQ＊ ＝〉 Q：A一＝Q

ただしQ：AはQのAによるresidualである．今は可換な場合であるか

らresidualについて左右の区別はない．またresidua1はKに依存しない

（定理1）ことも注意しておく．

補題330とC＊をいずれもφ一idealとする（σ＊＝Rad（σ）という条件は

ない）．これが3つの条件：
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 （1“） cg c'

 （2つ C＊ω⊆σなるrが存在する．

 （3＊） A．B C一 C， A g； C ＝1＞ B g1 C＊

をみたすならば，0＊はprimeであると仮定する．

である．つまり0は0＊一primaryである．

このときC＊＝Rad（σ）

 証明 （3＊）をみたすA，Bに対してB（「）⊆Cなるrが存在する．すなわ

ちCはし・一画素idealである．いま（2＊）よりC＊⊆Rad（C）は明らかであ

る．そこで（Rad（0））ω⊆Cなるnをとれば（Rad（C））（n）⊆σ＊である．

nをこのような最小数とする．もしη≒1であれば（Rad（σ））（n”1）はCに

含まれない．しかし（Rad（0））（π一1）・（Rad（C））（π｝1）＝（Rad（σ））（n）⊆0＊仮

定によって（Rad（σ））（n『1）⊆C＊となり矛盾である．したがってn＝・1，

Rad（σ）⊆C＊であるから目的を達した（終）．

 この補題における仮定を条件［＊］で表わし，以後それを仮定する．

 ［＊］ 2っのφ．idea1σ，0＊が（1＊），（2＊），（3＊）をみたせばσ＊はprime

である．

 ここで（σ，C＊）は2っのφ一idealの組であって， C＊はσによって定まる

ということを意味しない。

 Q，，…，Q肌をいずれもQ＊一primaryとする．つまり，いずれも（1＊），（2り，

（3＊）をみたすとする．するとQ，∩…∩Q一もまたこれらの3条件をみたす

から，Q1∩…∩Q一はQ＊一primaryである．

定理34．既約なφ一idealはL-primaryである．

証明 対偶によって証明する．φ一ideal Aがし-primaryでないと仮定す

る．すると次のようなφ一ideal E， Fが存在する：E・F⊆AでEはAに含

まれず，またすべての正整数rに対してFωもAに含まれない．簡単のため，
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n．tuple residuationを次のようにおく：

        （A ： F）〈”〉 ： ＝ （… （（A ： 17'） ： 17） ： …） ： F

                    ju
                       n-tuple

そこで馬下A：．F⊆（A：F）〈2＞⊆（A：F）〈3＞⊆…を作れば昇鎖律によって

（A：F）＜m＞＝（A：F）〈m＋i＞（i＝1，2，…）となるmがある．いま

         W＝ ｛（C．F） ［M］ 1 CE 1｝

          T＝｛g（BUW）IBgA， WEW｝

を考える．このとき1（A）は1（g（AuE）∩K（T）に一致することが証明で

きる．ここにK（T）はTの三元（φ一idea1）に含まれるK元全部の集合を意

味する．1（A）⊆1（g（AuE））∩K（T）は容易であるから逆の包含関係を証

明する．この右辺の任意元（K-idea1）をGとする． G⊆g（A uE）， G＝

g（Xu（Y・X）［m］）， X∈1（A），（Y・F）［m］∈Wと書くことができるから

g（（Y．F） ［m'i］UX．F） ＝ （g（（Y．F） ［M］ UX））．F＝ GeF

gg（A UE）．F＝g（A．17UE．F） g （g（A UA） 一＝ A

となり（Y・．F）［m＋1］⊆Aである．したがってY⊆（A：F）［m＋1］＝（A：F）［m］

よって（Y・F）［m］⊆A，G＝・g（Xu（Y・F）回）⊆Aとなる．このことから目

的の包含関係が示された．さて1（g（AuE））∩K（T）から生成されるφ一idea1

はg（AuE）∩g（AuF［m］）に等しい（Tの中でB＝A， Wの元で0＝S

とおけばよい）．したがって

           A ＝g（A U E） ng（A UF［m］）

である．ところが，A⊂g（Au17（2m））⊆g（AuF（2）（m））＝g（Au（F。F）（m））⊆

g（．AuF（m））⊆g（A U F［m］）であるからAはg（AuF［m］）に真に含まれてい

る．A⊂g（AuE）は明白であるからAは既約でない（終）．
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 3 L-Primary ldealによるMeet分解

 この節でもφ一idealに関する昇鎖律を仮定する．

も仮定する．

また条件［＊］（第2節）

 定理35．任意のφ一ideal．Aは有限個のL-primaryなφ一ideal Q、のmeetと

して表示される：A・＝Q1∩…∩QnこのときAの巾根基は次のようになる：

Rad （A） 一＝ Rad （Qi） n ”' n Rad （Qn）．

 証明 定理の前半は昇鎖律と定理34によって直ちに分かる．後半を証明す

る：まず（Rad（A））（m）⊆A⊆Q，であるからRad（A）⊆Rad（Q，）（i＝1，

…，n）である．よってRad（A）⊆Rad（Q，）∩…∩Rad（Q。）＝：σ．他方

σ（m（i））⊆Q∫なるm（i）がとれる（i＝1，…，n）．よってt＝Max｛m（1），

…，m（n）｝とすればC（'）⊆Q、n…∩Qn＝・AとなりC⊆Rad（A）である

（終）．

 A＝Q1∩…∩Qnのとき， A⊆PなるprimeはRad（Q‘）（‘＝1，…， n）

のうちの少なくとも1っを含む．それはQ，，…，Qnの左nested積がAに含

まれることとRad（P）＝Pとから分かることである．

 任意のφ一idea1・Aについて

 （1）A・＝ Q1∩…∩Q一は簡約表示である．

 （2）Rad（Q，），…， Rad（Q一）はすべて異なる．

なる2条件をみたすように表示することができるから，これによって，結合

律を仮定しない可換な乗法系における加法的idea1論の基本定理（Lasker-

Noether型の分解定理）が得られる．なおmeet表示の一意性の証明は定理

10と同様である．

                      （1990年10月；於黎杖庵）
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