
NULLRADIKALをもつRINGOID

におけるIDEALの分解について

村  田 憲太郎

 この論文の目的はRingoidと呼ばれる代数系において，それがNullradikal

をもっための条件を考察した上で，その条件のもとに，この代数系における

ある種のIdea1の共通分分解を求めることである．

 以下順をおって内容の概説をする．G． BirkhoffはRingの概念の拡張と

してRingoidを定義した［3］．この論文ではこのRingoidをもっと一般に

したものを考えるのであるが，われわれはそれを広めてRingoidと呼ぶこ

とにする．そしてそのRingoidにおいてIdeal， Hauptidealなどを定義して，

その基本性質を示すことにするが，それを1において用意する．何かある代

数系においてIdea1論を展開する場合には昇鎖律とか降船町のような有限条

件が必要なことは当然であるが，この論文では昇鎖律（i．e．基底律）を弱め

た条件を導入する．それは“左と右のそれぞれに関するHauptidea1の任意

2っのIdealproduktが有限生成である”という条件である．この条件を仮

定すれば，両側Hauptidealについてもこの条件が成り立つのである．これ

らのことはIIにおいて説明される．ついで皿においてPrimidea1を定義し，

任意の両側Idea1のRadika1をそれを含むすべてのPrimidealの共通分とし

て定義する．通常の可換環においてMcCoyが導入したm一系［13］をここ

ではHauptidea1の系に対して定義するのであるが，それはRadikalの特性

を得るためである．ここで注意すべきことは，Hにおいて述べた弱い昇鎖律

がそのために役に立つということである［16］．この弱い昇鎖律が無い場合

にはHauptidea1によるm一系によってRadika1の特性を求めることができ

ないのである．このことはある実例をもって示すことができる．実は1，II
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および皿で得られる結果は非結合的なRingoidでも成り立つことが分かる．

それはIIの主な結果であるところの， RingoidのRadikal（＝Nullidealの

Radikal）が零であるための四十条件が，諸種のIdeal系がnilpotentfreiで

あるという事実も含めている．IV以後はRingoidは結合的でかっ単位元を

もち，さらにNullradikalをもっという仮定のもとにIdea1の分解を求める．

まず片側のIdealの集合から両側のIdea1の集合への2種類の写像を導入す

る．それらはIdea1の左右のannullierendes Idealを重ねたものとして定義

される．そしてそれら2種類の写像を用いて“閉Idea1”を定義する．この

種の閉Idealがわれわれの共通分分解の対象となるものである．この分解と

それに関与するいくつかの結果はVにおける2っのSatzと2っのFolgesatz

として述べられる．つついてVIにおいては片側Primidea1を定義して，そ

のKernをこの片側Primidealに含まれるすべての両側Idealから生成され

るIdealとして定義する．するとそれは閉Idealになり，それが， Vの最初

のSatzで述べたと同様に，有限個または無限個のPrimidea1の共通分とし

て分解されるのである．

I RINGOIDとそのIDEAL

Sを結合団（Verknifpfungssystem；Abk：VS）

            A一 ｛¢， 1 ZEA｝

をもつ代数系とする［1］［3］［4］［5］［6］［8］［10］［18］：S一

（S， A）．

 これが次の条件をみたすとき，Sを“Ringoid”という．

 （rl）△の元はすべてendliche Operationである．つまりψλはn項演

算であって，nはψλによって変わってもよい［6］［20］［21］．

 （r2）△の元として少なくとも1個の2項演算をもつ．いまそれを“・”

で表わすことにして，S＝（S，○）はMonoidである．
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 （r4）Monoid S＝（S，。）は零元（それを0で表わす）をもつ．

 （r5） 2項演算・は他のψλに対して分配的である．すなわち次が成り立

つ ［16］ ［21］：

ao diA（al， ．．．， a．） ＝ ¢a（aoal， ．．．， aoa．）

¢A（al， ・・．， a．）oa ＝＝ ¢a（aloa， ．．．， a．oa）

 ここで（S，・）が単位元をもっとは限らないのであるが，もしそれをもっ

ときは，それをeで専用する．

 Birkhoff［3］によれば“・”以外のψλはすべて2項演算になっている

が，上記定義はそれよりも一般的である．実は△に付与する種々の条件に

よって後に述べる結果についていくつかの興味ある関係が得られるのである

が，この論文では△をfestnagelnしての結論のみを示すことにする（最後

の章の付記参照）．

 Sの，空でない，部分集合Aが，次の条件をみたすとき，AをSの“：Links-

idea1”という．

 （ll） aEA， xES ＝〉 xoaEA

 （12）Aは△のすべてのOperationで閉じている：すなわちψλ∈△

がn項演算［16］であれば任意の（α1，…，αn）∈A×…×A（n-mal）に

対して

         ¢A （ai， ・”， a．） EA （V ¢AE A）

 （11）においてx・αの代りにαOocとしてこれを（r 1）とし，（r2）＝

（12）とする．（12）一（r2）において△の代りに△○・＝△＼｛○｝を採って

もよい．（r1），（r 2）をみたすAを“Rechtsideal”という． AがLinks一か

っRechtsidea1のときこれをzweiseitiges Idealまたは単に“ldea1”という．

Sの部分集合Xを△のすべてのOperationで閉じさせた集合は一般的に

は複雑なものである．いまψλ∈△を任意にとりxの元κ1，…，κnに対し

て｛ψ、（κ1，…，X。）1ψ、∈△｝UX＝・X，を作る．さらにX1に対してXに
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対するのと同様にしてX、一｛gbA（xi， ．．．s x．）1ψ、∈△，Xi∈X、｝UX1を

作る．このようにしてU偶X隅としたものがXを△で閉じさせたもので

ある．今後これをx△で表わすことにする．明らかにx⊆x△；x⊆Y

⇒X△⊆y'△；X△△一X△等が成り立つ．X△一XなるXを“△で閉じた

集合”，または“Xから生成された集合”などという．一般には△から

“・” �怩｢た△。・＝△＼｛・｝についてXから生成された集合を考えること

が多いのであるが，すでに触れたように，Idealの場合には（11）でも（r l）

でも条件（12）一（r2）は影響をうけないことは明白である．

 以後次の記法を用いる：Sの部分集合X，yに対してX・Y一｛sc・．ylx

G X， yE Y｝， A （X， Y） ＝ ｛¢z（XiONi， '”， XnONn） 1 Xi E X， Ni E Y， diA

∈△。｝．Xから生成された1．inksidea1， Rechtsidealをそれぞれ（X）1，（X）r

で表わす．（X）1とは2っの条件SO（X）1⊆（X）1，（X）会＝（X）1をみたすも

のである．（X），についてはS・（X）会⊆（X）tの代りに（X），・S⊆（X），と

する．これから“Linke”について述べることは“Rechte”についても

parallelであるから両者を一々示さないこともある． Sの任意の部分集合X

について次が成り立つ：

（X），＝ （SoXU XA ）A ＝ （SoXU X）A

Xから生成されるIdea1については，これを（X）tとかく．それは次で与え

られる：

（X）t ＝ （SoXoS U SoX U XoS U x）A

Sの1個の元αに対して，αから生成されるLinksideal（α）1， Rechtsidea1

（α）r，およびIdeal（α）t一（α）を同順に“Linkshauptidea1”，“Rechtshaupt-

ideal”，および“Hauptidea1”という．（α）1と（α）tについては次のような関

係がある：

      （SoaoSU ao S）“ ＝ （（Soa U a） oS）“

      ＝ （（Soa U a）“ oS）“ ＝ A（（Soa U a）“， S）

一 110 一



 1991年6月 村田憲太郎：NULLRADIKA：LをもつRINGO■》におけるIDEALの分解について

       ＝ A（（a）i， S）

であるから，次が成り立つ：

       （a）t ＝＝ （SoaoSUaoSUSoaUa）“

         ＝ （（SoaoSUaoS）“ U （SoaU a）“）“

         ＝： （A （（a）t ． S） U （a）t）A

全くparallelに（α）t一（△（S O（α）r）u（α）r）△が成り立つ．

 さてSの全しinksideal，全Rechtsidea1，全Idea1を同順にL， R， Tで表

わすことにしK・＝LuRとおくことにする． Kはもちろん包含関係を順序

として順序集合であり，Sがその最大元である．｛0｝＝0が最小元であり，

Kの任意の元Aに対して次が成り立つ：

           A（OoA） ＝＝ A（AoO） 一〇

 Sがe（単位元）をもっときは次関係があることが分かる．これはAが

LinksidealであってもRechtsidea1であってもよい．

         A （SoA） P A， A（A oS） ？A

ただしAがLinksidea1， Rechtsidealとなるにしたがって次の等式が成り立

つ：

         △（SO／1）＝／1，  △（ノ10S）＝ノ1

 さらにしもRも“下に向かって”komplettな束半群であることが証明さ

れる．そして次のことも験証できる：△（SOS）ニS；△（AOB）⊆．Bカs'

A，B∈しに対して成り立つ；△（A・B）⊆AがA， B∈Rに対して成り

立つ．
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II Kompaktes Erzeugendessystemの条件

 前の章で述べたL∩R＝Tは“下に向かって”完備な部分束半群（しお

よびRの）である．さてここでH．・＝｛（α）Aα∈S｝，HR：＝｛（α），1α∈S｝

はそれぞれL，Rのkompaktes Erzeugendessystem（Abk：h∈S）である

ことは容易に確かめられる：それは，△がendliche Operationばかりから

成っているから（α）、⊆（X）1であればXに含まれる有限個の元Xl，…， x。

が（mも含めて，αに依存して）存在して

        （a）ig （xi， …， t．）i ＝ （xi）Jv … v（x．）i

をみたすことと，任意のA∈しに対して

       A一 U｛（a）i 1aE A｝ 一 V｛（a）i 1aE A｝

となるからである．ただし，V，〉はいずれも△○・＝△＼｛○｝に関する生

成を意味し，Uは単なる集合和を示す記号である． AがLinksidea1または

Rechtsidea1であればA△一A△・一Aであることは明白である．

 われわれはここでLinksidea1に関する極大条件（i． e．昇鎖律）より実際

に弱い条件：“任意の（α）1，（b）tに対して

         A（（a）to （b）t） ＝ （ci）t V … V（c．）i

なる有限個の元C1，…， Cmが存在する”という条件を考える．ただしCiの個

数mもαとbに依存するのである．この条件を“LinksidealのH。に関する

弱有限条件”と呼ぶことにする．Rechtsidealに関しても全くparallelに同

様な条件が考えられる．そこで以下この論文を通して次の仮定をおく：

 “LinksidealのH・に関しても， RechtsidealのHRに関しても弱有限条件

が成立する”．

 すると次のIdealの△（H・， S）∪△（S， H・）に関する弱有限条件が成立す

               一 112 一
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る：それは任意の2っのHauptidea1（α），（b）に対して，これをLinksideal

またはRechtsidealと見てそれぞれ

         A（（a） o （b）） ＝ （ci）iV … V （cm）i

         A（（a）o（b）） ＝＝ （di）rV '” V （dn）r

のように表示できるから両辺のSupをとって

        A（（a）o（b））＝Vi！i（ci）iVVh＃i（dk）r '

この式の左右から，“・”に関してSを乗ずれば△（（α）・（b））がm＋n個

のHauptidea1の，△○に関するSupとして表示されることになる．

 VS△の状況によっては（α）、≒（b）1であっても△（（α）JoS）一△（（b）、

OS）となることが起る． Rechtshauptidea1に関しても同様である．このよ

うな場合にはH．⊇△（HLOS）， HR⊇△（SOHR）である．ただし△（H．O

S）＝｛△（（α）t・S）1（α）1∈H。｝であり，他も同様である．このときは

△（H。OS）はTのhESとなり，全しinksideal 1．の△（H・OS）に関する弱

有限条件が成り立つ．他についても全くparallelである．

 またVS△の性質によっては，次の条件をみたすことがある（特殊な例

としては（S，○）が可換半群の場合）．

        H． 1；｝ A（H，oS）， H． ；；］ A（H，oS）

        H． ！2 A（SoH．）， H， ；；1 A （SoH．）

この場合には，次の関係が成り立つ．

    HL n HR ＝ A（HLo S） ＝ HL n R ＝＝ HR n L＝ A（SoHR）

そして，これがTのhESになり， H・またはH・からの弱有限条件も引き継

がれることも示される．今後H。∩HR＝・H。とかくことにする．
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皿 PRIMIDEALとNULLRADIKAL

PをSのPrimidealとする．その定義は通常のように， Ideal．A， Bに対して

         AoBgP ＞AgPodBgP
なるIdeal．Pのことである．すると，これについて次の各条件は同値である．

（pl）P∈TはPrimidealである．

（p 2） （a）o（b） gP D （a） gP od （b） gP

（p 3） a， BE HL U HR ； So aoSo BoSgP ＝〉 a gP ed BgP

（p4） a， BEHLUHR； aoSoBgP ＝〉 agPod B，gP

（p5） A，BEL； AoBgP ＝〉 AgPodBgP

（p6） A，BERI AoBgP ＝〉 AgPodBgP

（p7） AEL，BERI AoSoBgP ＝〉 AgPodBgP
（p 8） AE L， BERI BoA gP ＝〉 AgP od B g； P

（p 9） （a）i o（b）t ［P D （a）i gP od （b）i 9P

（p 10） （a），o（b），9P ＝〉 （a），gPod （b），gP

（p 11） （a）i oSo （b）． g P i （a）i g P od （b）， g P

（p 12） （a），o （b）i gP ＝〉 （a）， gP od （b）i gP

 この同値を示すには，たとえば次のようなPfeilfolgerungによればよい：

（p1） ＝〉 （p2） ＝〉 （p 3）D（p4） ＝〉 （p5） ＝〉 （p9） ＝〉 （p 1）， （p4） ＝〉 （p6） ）

（p 10） D （p 1）， （p 4） D （p 8） O （p 12） ＝〉 （p 9）， （p 4） D （p 7） D （p 11）

O（p1）．

 S自身はもちろんPrimidealであるから，任意のldeal A∈Tに対して

A⊆PなるPrimideal・Pは存在する．このようなPrimidealの全部の共通

分をIdeal・Aの“Radikal”という．それを記号でRad（A）で表わす．また

NullidealのRadikalをRingoid SのRadikalと定義し，それをRad（S）で
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表わす．もちろんRad（A）もRad（S）もTにぞくする．それはTが“下に

向かってkomplettであるからである．

 A∈K＝LuRに対してAO（1）＝Aとし帰納的に．AOω＝AO（n“1）・

AO（n一'）によってAO（”）を定義する． Aに対してAO（n）＝0となる正の整数

nが存在するとき，Aを“nilpotentes Idea1”という． Kの部分集合K：'が

Nullideal以外にnilpotentes Idealをもたないとき， Kノは“nilpotentfrei”

であるという．

 これに関して次の各条件は互いに同値である．

（n 1）

（n 2）

（n 3）

（n 4）

（n 5）

（n6）

（n 7）

Rad（S） 一〇

HTはnilpotentfreiである．

Tはnilpotentfreiである．

H。はnilpotentfreiである．

Lはnilpotentfreiである．

H．はnilpotentfreiである．

Rはnilpotentfreiである．

これらの同値を証明するためいくつかの用意が必要である．

 ［Vorb．1］Hを積“○”に関して閉じさせた集合をm（H）で表わす．

m（H）の部分集合Eで積“・”に関して閉じているものを，簡単のため

“m一系”という．φは1っのm一系とする．

．PをPrimidealとし， Pに含まれないm（H）の元全部を：E（P）とする．

これはm一系である．いまAをIdea1とし，」（A）一｛（α1）V…〉（αr）1 ai

∈A｝とする．」（A）∩E一φなるm一系Eを取って固定する（：Eの存在は

φによって保証されている）．このとき次の条件をみたすIdeal Pが存在す

る：

（s1） AgP
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（s 2） cJ（P） nE一 ¢

（s3） Pg； B， BET ＝〉 」（B）nE'F ¢

（84）PはPrimidealである．

 （証明）．ん∈T；A，⊆A・⊆…⊆A⊆…；」（A，）∩E＝φ（i＝1，，

2，…）とする．（Ui，J（A，））△＝A＊とおけばA＊＝（U，A，）△であり，」（Aつ

∩E＝φとなる．なぜかというと，かりに」（AつがEの元E＝（Cl）V…

V（en）を含むとすれば，各（Ci）について（Ci）⊆（u、，・1）V…V（u・，・t（i））な

る（u・h）∈σ」」（．ん）が存在するからE⊆U，4、（（Ui，1）V…V（Ui，t（i）））⊆

、噺が十分大きいNについて成り立つ．これは」（、4のがEと元を共有する

ことになって仮定に反する．したがって条件（81），（82），（83）をみたす

Ideal．Pの存在が保証される（Zornscher Zusatz）．そこでPについて（84）

を示すため，A，B∈T；A，BともにPに含まれないとすれば（．PuA）△，

（PuB）△がそれぞれEの元E・，E。を含む．すると

      EAoE． g （P UA）A o （P U B）A g （P UAoB）A

ここでAO．B⊆PとすればE。OE。⊆PであるがE。OE。∈：Eはもちろ

んであるから，これは矛盾である．したがってA・BはPに含まれない

（証明終）．

 ［Vorb．2］A∈Tとする．“（α）を元にもつm一系は」（A）と共通元（有

限生成Idea1）を共有する”という条件をみたす（α）の全部の集合をD（A）

とすればRad（A）に含まれる各元。について（c）はD（A）に含まれる．

 （証明）（c）∈H。とする．：Eを（c）を元にもつ任意のm一系とし，Eは」

（A）と共通元をもたないと仮定すればVorb．1で得た結果によってA⊆P，

J（P）∩E一φなるPrimideal Pが存在するが（c）⊆Pであるから（c）は

Eの元ではない．これは矛盾である．よって」（A）∩Eはφでない．した

がって（α）∈D（A）でなくてはならない（証明終）．
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 以上の用意のもとに（nl），（n2），（n3）が同値であることを示すことに

しよう．

 まず（nl）⇒（n 3）：A∈Tをnilpotentes Idea1とする．するともちろ

ん任意のPrimideal Pに対してA⊆PであるからP⊆Rad（S）であり，

Rad（S）≒0である．（n 3）⇒（n 2）は自明であるので（n 2）⇒（n l）を示

せばよい．いまRad（S）≒・0とすると（α）∈H，（α）ie O，（α）⊆Rad（S）

なる（α）を取ることができる．（α）∈：D（（0））（ただし（0）はNullidea1）

であるから：E（。）＝｛（α）‘1日目1，2，…｝∋（0）．すなわち（α）はnilpotentes

Hauptidea1である．

 話を透明にするたあVorb．1，2以下丁， H・について論述したが，これはし，

H。についても：R，H・についても“ほとんど同様”に論じられる．そして

（nl），（n4），（n5）；（n1），（n6），（n7）がそれぞれ同値であることが分

かるから結局（n1），…，（n7）が同値となる．

 ［Bemerkung］以上の論述では（p 7），（p 11）を除けば，すべて“○”の

結合律を仮定しないでも何ら不都合はない．それは一々チェックできること

であり，nichtassoziatireな代数系（S，○，△○）において“nilpotentfrei

⇔Rad（S）一〇”の成立が証明されたことになる．

IV （＊）一1DEALと（＃）一IDEALの諸性質

この章では代数系S＝（S，△一｛ψ、1λ∈A｝）に関して次の条件を仮定

して話を進める．

 （h1）△はψ。一“○”を含み，“・”は△。＝△＼｛・｝の各Operation

に対して分配的である．

 （h2）（S，○）はassoziativで，単位元をもつ．

 （h3）Rad（S）＝0である．
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 Hしの部分集合猛とA∈しに対して

        1（A ； H'L） 一 ｛（x） E HI 1 （oo）oA 一 O｝

とおく．またH・の部分集合磁に対しても同様に下のようにおく．

        r（A；H灸）＝｛（x）∈H剣ム○（oc）＝0｝

A∈Tの場合には，猛⊆H。に対して1（A；磁），r（A；Hち）が役に立つ．

 まずA∈しのときB・A-0なるB∈しの全部を：Fとする．このと

き1（A；H。）はどれかのB∈Fに対して（x）J⊆Bとなる（x）1の全部で

ある．また，このAに対して1（A；H。）から生成されるLinksidea1は実は

1（A；H。）から生成されるIdealに等しいことが分かる：理由：前者に含

まれる任意の（x）tをとれば（oo）1⊆（Ul）t＞…V（Un）1，（Ui）1∈1（A；H。），

が存在する．よって（（x）1・s）・A＝（ac）t・（s・A）一（x）1・A⊆＞igl

（x）‘OA＝Oとなり，（κ）JOS∈H。，（x）t⊆（x）10Sであるから1（A；HL）

で生成されるLinksidealは1（A；H。）で生成されるIdea1に含まれる．逆

の包含関係は自明であるから上記の主張は正しい．

 このようにして得られたIdealを記号σ1（A）で表わす．“右側”について

もparallelにσr（A）， A∈R，が定義できる．

 ．4∈Tに対しては次の事実が成り立つ：

 （a 1） ai（A） ＝＝ a，（A） ＝： o（A）

 （a 2） Ao a（A） 一 o（A） oA 一〇

 以下このことを示す：（x）1⊆at（A）なる（oc）1に対して（x）1⊆（x1）、 V

…V（）Ct）1，（Xi）1∈1（A；H，），なる（Xi）1があるから（x）‘OA⊆＞igl（aci）1

0A＝0，（x）10A＝O．よって

      ai（A）oA＝O

      （A o ai（A）O（2' ＝ A o （ oi（A）oA）o ot（A） ＝ O
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であるが，Rad（S）＝0すなわちしがnilpotentfreiであることからAoσ1

（A）＝0である．全く同様に論じてσ，（A）・A・Oである．つぎに（x）

∈H。，（x）⊆σ1（A）なる（x）をとれば，上に論じたことよりAO（x）＝0

であるから（x）∈r（A；HT）でなくてはならない．したがって

        at（A） ＝ （U ｛（x） E HT 1 （x） g o，（A）｝）“

           g11 （r（A ； HT））“ ＝ o，（A）

全く対称的にσr（A）⊆σ1（A）であるから（α1）が証明された．（α2）も

この証明の中で得られている．

 Rad（S）＝0なる条件を置いたため，：しとTの間に次のような強い関係が

ある：A∈T，C∈しに対して

AoC＝＝ O O AnC＝O

それは（A∩0）○（2）⊆．AOC⊆A∩（フより明白である．そしてまたC∈し

であればσ1（σ）∩0＝0である．このことはσ1（σ）○σ＝0，σ1（σ）∈T

であることから上に述べた結果を用いて得られる．さらにA∈Tを固定し

て，もしA∩B＝O，．B∈TなるBをとればB⊆σ（A）となる．このこ

とは，（x）⊆Bに対して（oc）∩A＝0であるから（x）OA-0，（x）∈

1（A；HT），（x）⊆σ（A）となりB⊆σ（A）でなくてはならない．

 さて以上の用意のもとに“＊一Map”および“＃一Map”を導入する：それ

は

＊ ： L 一＞T；A e＞A' ＝ （o，o ai）（A） ＝＝ （ao ai）（A）

＃ ：R一一'T；A F'A” ＝（Ot o Or）（A）＝（Oo ar）（A）

によって与えられる写像である．A＊＝A， A＃＝AなるAをそれぞれ“（＊）一

Ideal”，“（＃）一Idea1”ということにする．これらについて次の各性質を験証す

ることができる．
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A，B∈しに対して

 （＊1） A｛；；A＊

 （＊2） A＊＊一A＊

 （＊ 3） AgB ＝〉 A＊ gB＊

A，B∈Rに対して

 （＃1） AgA＃

 （＃ 2） A＃＃ ＝ A＃

 （＃3） AgB ＝〉 A＃gB＃

 したがってA∈Tに対して，前に述べた結果を用いて，次が成り立つ：

（t 1） A＊ 一 A” ＝＝ （oo a） （A）

 （t2） A ： （＊）一ldeal O A ： （＃）一ldeal

この場合Aを“閉Ideal”または“（＊＃）一Idea1”とよぶ．

V （＊）一lDEA」（＃）一IDEALの分解

 この章においても前の章と同じ仮定をおく．とくにRad（S）一〇が仮定

してあるのでL，R， Tなどはすべてnilpotentfreiである．

まず前の章までの準備によって次の定理を得る．

SATZ 1閉Idea1は有限個または無限個のPrimidealの共通分に分解で

きる．したがって任意のIdeal AについてA＊一．A＃が同様な分解をもつ．

 この証明は下に示すように簡単である：いまAを閉IdealとしAを含む

すべてのIdealの集合を1（A）とおくと，これは包含関係と“○”に関して束

半群を作る．さてAがPrimidealの共通分に分解できないと仮定してみる

と，M∈1（A）で， A⊂M，．MO（2）⊆AなるIdeal．Mを見付けることがで

              一 120 一



1991年6月 村田憲太郎：NU：LLRADIKALをもつRINGO皿）におけるIDEALの分解について

きる．すると

    （Mn o（A））O（2'gAn a（A） ＝＝ O， Mn o（A） ＝O

である．よってM⊆（σ○σ）（A）＝A＊＝．4“．これはAがA＊＝A＃と異

なることを示しているから矛盾である（証明終）．

 つぎに＊一Map（または＃一Map）に関して後に使う性質を述べておこう．

 まずA∈T，σ∈しに対して次が成り立つ：

 （b O） AnC＝＝ O ＝〉 A＊ nC＝＝ An C' ＝O

σ∈Rの場合も同様であるが，そのときはσ零の代わりにびとする．

 上記の証明は次の通り：A・σ＝0であるから0⊆σr（A）一σ（A）．よ

ってσ∩A＊⊆σ（σ）∩A＊＝0，C∩A＊＝0．またAOσ＝0よりA⊆

σ1（σ）である．よってA∩σ＊⊆σ1（σ）∩C＊＝σ1（0）∩σ（σt（σ））＝0と

なり，A∩σ＊＝0となる（証明終）．

 つぎにσ∈しとしA⊇C，A∈Tとすると，

        MET， MoA＝＝O ＝〉 MoC＝O

また次のことが成り立つ：

 （b1） CgA， CEL，AET

 （b2） MoC＝O， MET ＞MoA＝＝O

であればA⊆C＊となる．

 この証明について前半は容易にverifizierenできる．そこで後半について

であるが，いまσt（C）OA≒Oとすれば．M・＝A∩σt（σ）iF Oが分かる．

そしてM∈Tで．4∩．M一．M≒0．したがってM・A≒Oである．他方

において

    MoC＝ （An oi（C））oC｛；；； oi（C）oC＝O， MoC＝O
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となってこれは矛盾である．したがって次のようになる：

        ai（C） oA ＝ O， Ag a（ at（C）） ＝ C'

 さらにまた次の等式が有用である：

 （h） CEL ＝〉 （CoS）'＝C'

 この証明のため（x）10C＝0とすればただちに

          A（（x），， CoS） ＝ O，

          1（C； H．） 9 1（CoS； H．）

第35号

であるが，逆に（x）t∈Z（COS；H，）とすれば，△（（x）‘，σOS）＝0．よっ

て（sc）10σ⊆（x）tOCOS＝0，（x）10σ＝0．したがって（x）J∈Z（σ；H、）

となり1（σ；H。）＝一 1（σOS；H。）である．このことから次の等式を得る：

   at（C） ＝ A（1（C； HL）） ＝一 A（1（CoS； HL））一 oi（CoS），

   C' 一 u（ ui（C）） 一 o（ ai（CoS）） 一 （CoS）'

これで次の定理を証明する用意ができた．

 SATZ 2任意の1．inksideal A， Bに対して

           （A oB）' ＝ A＊ n B“

が成り立つ．任意のRechtsideal・A， Bに対して

           （AoB）” ＝＝ A” n B”

が成り立つ．

 前半を証明する（後半はparallelに証明できる）．まずはじめにAが

Idea1（Tの元）の場合を考える．ただしBはしの元とする．この場合は

AOB⊆、4∩Bであるから（AOB）＊⊆（A∩B）＊⊆．A＊∩B＊である．そこ

でTの元Mで次の関係をみたすものを取る：
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 （a） U：＝ A' nB' nM 'v O

するともちろんA＊∩M≒OであるからA∩MieOである．それは（bO）

によって保証される．そこでAOB∩．M≒0を示せばよい．なぜならば，

もしこれが成立すれば

          A' n B＊ g （AoB）” ＝ （AoB）'

であることが（bO）の次に述べた性質を用いて確かめられる．さてここで

A・B∩M＝0としてみると次のようになる：

       （A nBn U）O（2） gAoBn UgAoBnM＝＝ O

L、はnilpotentfreiである（Rad（S）＝0より）からA∩B∩U・Oでなく

てはならない．したがってA・（B∩σ）一〇となり次を得る：

 （B） BnUg a，（A）＝A'

よって（α）を用いて次の関係が分かる：

 （7） BnUgUgA'

すると．A＊○σ（A）＝0， A＊∩σ（A）＝OであるからB∩σ＝0となるこ

とが（β），（γ）によって分かる．したがって（bO）を再度用いて次のよう

に矛盾を導くことができる：0＝B＊∩σ一U，FO．これによってAが

Linksidea1の場合に戻れば，性質（h）を用いて次のように計算できる：

       （A oB）' 一＝ （Ao （SoB））' 一 （（AoS）oB）'

       ＝＝ （AoS）'nB' ＝A' nB'

これで証明が完了した．

 この定理より次の系が得られる：
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 FOLGESATZ l A∈T， B∈しであれば（AOB）宰＝（．A∩．B）＊であ

る．またA∈T，B∈Rであれば（AO．B）＃＝（A∩B）＃である．

 FOLGESATZ 2 A，．B∈しでともに（＊）一Idealであるか；A， B∈Rで

ともに（＃）一Idealであれば

           AoB＝AnB＝BoA

が成り立つ．

 この章の結果は［14コ［15］で得られた諸結果と関連している．とくに

［16］で得た分解定理をSに適用したものの拡張が得られている．

VI（＊）一PRlMlDEALのKERNの分解

 この章でも前の章と同じ条件が置かれているものとする．

 まず：Linksidea1 Qが（＊）一1．inksprimideal（Abk：（＊）一LP-Ideal）とは

      AoBgQIA，BEL， A＊ ＝＝S O BgQ

をみたすときである．

 この条件はもっと弱くして述べられる．すなわちLinksideal Qが（＊）一L，P-

Idea1になるためには次の条件（必十）でよいのである：

     AoBgQIAET， BEL， A＊ ＝＝S ” BgQ

このことは（h）なる性質を用いれば容易に分かる．実際A・B⊆Q；A，B

∈L，A＊＝Sとすれば，（AOS）○．B＝AO（SO．B）＝AOB⊆Qであって

AOS∈Tであるから（AOS）＊璽．4＊＝Sである．よってB⊆Qでなく

てはならない．逆は自明である．
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 （＊）一LP-ldeal Qは次の性質をもつ：

 （h） AoBgQI A， BEL； B＊ gA＊ ＝〉 BgQ ，

 この証明は次の通り：

 まずσ1（A）OB⊆（σ1（A）OB'）＊⊆（σ‘（A））＊OA＊＝（σ1（A）OA）＊一〇＊

＝0であるからσ‘（A）OB＝0である．よって（A＞σ1（A））o．B＝AOB

⊆Q．またσ‘（A＞σ1（A））⊆σ‘（A）∩（σ1（A））＊＝0であるからat（AV

at（A））＝0となる．したがって（σt（AVσ‘（A）））＊＝S．よってB⊆Q

である（証明終）．

 LinksideaL4に含まれるIdea1（Tの元）全部から生成されるIdeal h（A）

をAの“Kern”という：h（A）・＝（σ｛C∈Tiσ⊆A｝）△

 さて（＊）一LP-IdealのKernについては次の結果が得られる：

 SATZ 3 Qを（・）一LP-ldealとすれば， h（Q）について次が成り立つ：

 （ql）k（Q）は（＊）一LP-Idealである．

 （q2）h（Q）は有限個または無限個のPrimidea1の共通分として分解で

きる．

 これを証明するため，．4，BをLinksidealとしてA・B⊆k（Q）， A＊＝S

とすると次の包含関係が次々に得られる：

        Ao （Bo s） g h（Q） os ＝一 h（Q） g Q

        BoSgQ， BoSg；h（Q）， Bgh（Q）

すなわちk（Q）は（＊）一LP-ldealである．つぎにk（Q）が閉Idea1であること

を示す：

           k（Q） o （h （Q））' g k（Q）

           （k（Q））＊ ＝一 （h（Q））”
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であるから（k）を用いて（k（Q））＊⊆h（Q）である．よって（k（Q））＊

＝ん（Q）である．この定理の（q2）についてはFolgesatz 1を用いて証明

できる．

 この定理は1．inksideal Qについて述べたがRech七sidealについても

paralle1に述べることができる．

 この章の終りに次のことを述べておく．

 いま扱っているRingoid Sすなわち 条件：（h l），（h 2），（h 3）および

第2章で述べた条件：H。とH。に関する弱有限条件をみたすSに対してさ

らにTに関して降鎖律を仮定すれば，Satz 1およびSatz 3よりそれぞれ

次の結論が得られる：

 Zusatzα任意のIdeal・Aに対してA＊一A＃は有限個のPrimidealの共

通分として分解され，その分解は分解に現われるPrimidealの順序を無視す

れば一意的である．とくに閉Idea1に対しても同様である．

 ZusatzβQを（＊）一LP-Idea1または（＃）一LP-Idealとし，そのKernをh（Q）

とするとき，h（Q）は有限個のPrimidealの共通分として分解され，それは

Zusatzαで述べたと同じ意味で一意的である．

 この2っのZusatzの一意性はSatz 2またはそのFolgesatzを用いて証明

することができる．

付記：すでに1において触れたように，この論文では△一｛ψ、1λ∈

A｝に影響されない結果のみ論述した．いま△の部分集合の作るBoole束

（6iP （A），C）を考え，この束の元のそれぞれについてわれわれの得た結果

と同じ結果が得られることはほとんど明らかである．そこで△1，△1∈ゆ

（△）として，S一（S，・）の，半群としての， Idea1がすべて△1で閉じてい

れば△，でも閉じているときは（S，・，△1）における閉Idealの共通分分解と

（S，・，△，）におけるそれとに順序を定義することができる．この順序をρ
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とかくことにし，“（S，○，△i）における分解”なる概念をF（S，○，△i）な

る記号で表示すると

               F ＝＝ ｛F（S， o， Ai） 1 AiEF（A）｝

に順序構造ρが入る．それを（：F．ρ）とかく．この順序集合はF（△）や

ψλ，ψ。，…等の間の関係［2］［7］［9］によって種々の構造をもつ［11コ

［12］［17］［19］［22］［23］［24］．その研究は他日を期したい．

                              （平成3年4月14日，於黎杖庵）
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