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非線型振動子の計算機実験

日南住　博＊1

Computer　Experiment　on　the　Non－Linear　Oscillators

Hiroshi　HINAZUMI＊1

Abstract

　Computer　experiment　has　been　carried　out　on　a　harmonically　driven　dissipative　pendulum　and　the

Duffing　oscillator．　The　results　show　that　the　phase－space　trajectories　of　the　dissipative　pendulum　depend

on　the　initial　conditions　and／or　the　amplitude　of　the　extemal　force．　The　phase－space　trajectories　of　the

Duffing　oscillator　show　complicated　but　periodic　aspect，　once　the　transient　motion　passes　over，

　　　　Key　Words：dissipative　pendulum，　phase－space　trajectory，　Duffng　oscillator，　chaos

1．はじめに

　振動や波動は，振り子の運動や水面波を始めと

して，自然界には数多く見受けられる現象で，そ

れらの振る舞いを調べることは理論上も実用上
も意義があると考えられる．

　しかしながら，それらの大部分は複雑な方程式

で記述されており，解析的な解を得る事は大変困
難であるとおもわれる1）．幸いなことに，最近の

パーソナルコンピューターや数式処理ソフト性
能の改善に伴い，ある種の振動や波動現象につい

ては数値計算を実行することでそれらの振る舞
いを調べることが可能になった．

　ここでは，周期的外力と散逸力を受けて振動す

る単振り子とDuffing振動子について計算機実験

を行った結果について報告する．

　d2x　　　　　　　　　　dr
㌃7＝F・C°S（Ωの一わ証一mgsi”θ （1）

となる．ここで，xは最下点0より測った円弧の

長さであり，右辺第2項は抵抗力でb＞0，第3
項は重力の運動方向への分力を表し，θは糸が鉛

直線となす角である．x＝1θの関係があるから，

この方程式は

　d2θ　　　　　　　　　　　dθ
溺1 7＝F・C°S（Ω’）一わ后一mgsi”θ

と書ける．

（2）

2．周期的外力を受ける単振り子
←

2，1　計算モデル
　図1に示すように，長さ1の軽くて伸びない糸
の先に質量mのおもりをつけ，これを鉛直面内で

振動させる．このときおもりに周期的な外力
Fo　COS（Ω’）と速さに比例する抵抗力が働くもの

とすると，その運動方程式は
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図一1．抵抗力を受ける単振り子
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ここで・－t／Mgとして無次元の変数・を導入

する，tの定義から・は時間をT／（2π）－V77Tg

を単位として測ったものとなる．Tは振り子が外

力や抵抗力を受けず，また触れ角θが小さいとし

たときの振り子の周期を表す．さらに，
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で無次元の定数を導入する．その結果振り子の運

動方程式は

d2θ　　　dθ
ヨ7＋7可＋sinθ＝il・　C°S（（D・‘） （3）

と書き直すことができる2）・3）．ここでは再びτ

の代わりにtを用いた．もちろん，tは無次元の変
数である．

　この方程式を

｛
dθ

一
＝ω

　dt

dω
　　＝一フω一sinθ＋φo　COS（（DDt）

　dt

（4）
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と連立方程式の形に書き直し，以後はこの式を用
いてRunge－Kutta法により計算を行った3）・4＞．

この場合のパラメーターはγ，ωo，φoおよび初

期条件θ（0），ω（0）である．

2，2　計算結果

　先ず，振り子のθ一ω位相空間内の軌跡の初期

条件への依存性を調べた．γ＝0．25，ωp＝2／3，

φo＝1．5，θ（0）＝－0．8として，ω（0）を0．6，0．7，

0．8と変えて計算した結果を図2に示す．これら

図は横軸にθ，縦軸にωをとって各時刻に相当す

る点をプロットしたもので，位相平面図（θ一ω

図）とよばれるものである．この図では時間にし

てt＝0から15単位の間に相当する区間を図示し
ている．これらの図からも分かるようにわずかな

初期条件の違いによってその後の位相空間内の
軌跡は全く違った様子を示す．なお，図中で曲線

が交差しているように見えるところもあるが，こ

れは本来3次元の曲線をθ一ω平面に射影した
結果であって，実際には交差をしていない．もし，

交差するようなことがあれば，それは微分方程式
の“uniqueness　theorem”に反する．
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図一2．初期条件ω（0）の違いによる軌跡の変化

　上から順にω（0）＝0．6，0．7，0．8の各場合

眉

　次に，振り子のθ一ω位相空間内の軌跡の外力

の振幅φoへの依存性を調べた．ここではγ＝0．5，

ωD＝2／3，θ（0）＝π，ω（0）＝0としてφoを0．97，

1．1，1．15，1．2と変えて計算した結果を図3に示

す．φo＝0．97あるいはφo＝1．1のときは初期の

非定常状態を過ぎれば，ほぼ楕円状の定常状態に
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おちいる様子が見受けられる．しかしながらφo

の値が1．2あたりになると定常状態と呼べる軌跡

に収束するようには見受けられない．この場合も

初期条件の場合と同様に，わずかなパラメーター

の違いがその後の運動に大きく影響をしている
様子がうかがえる．

3．Duffing振動子

Duffing振動子とは運動方程式
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　　　図一3．φoの違いによる軌跡の変化

上から順にφo＝0．97，1．1，1．15，1．2の各場合

肇…寄・ax・幽一剛 （5）

で記述される振動子である1）・3）．ここに，α，β

は定数でβ＞0である．この振動子の特徴は変位

xの三乗に比例する力が働くことにある．この揚
合も方程式を次のように書き直す．

｛1：∴＿鰯
（6）

　非線型振動をする系に周期的な外力を加えた
場合にも強制振動は起こるが，その様子は線形の

場合に比べて大変複雑になる．そこで，ここでは

xのおおよその振る舞いを見るために，α＝β＝

1，γ＝O．1，ωD＝0．1としてαの値をいろいろ変

えてRuge－Kutta法により計算を行った．初期条件

としてx（0）＝v（0）＝0とした．これは，時刻0に

原点に静止していた振り子に周期的な外力と減
衰力が働き始めたことを想定している．得られた

結果のうち代表的なものをx－v位相平面内の軌

跡として図4に示す．これらの図においては，横

軸はxを，縦軸はvを表す．初期の段階では運動

が定常的でないのでプロットする範囲からは除
外し，定常状態になってからの軌跡を図示してあ
る．

　これらの図からも読み取れるように，他のパラ

メーターの値が同じであれば，aの値が大きくな

るにつれて，軌跡は周期的ではあるが複雑な様相

を示し，特にlxlが最大に近いところでは特に複雑

な振る舞いをしているかのように見受けられる．

参考のために，a＝20の場合のx－v－t　3次元空

間の軌跡を図5に示す．この図でtが0に近いと
ころでは軌跡が乱れているが，これは初期の非定

常状態の時間帯に相当する．
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行った範囲内ではあるが，単振り子の位相空間内

の軌跡は初期条件や，振り子が受ける外力の振幅
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図一4．Duffing振り子のx－v位相平面図

　上から順にa＝1，10，20の各揚合

4．終わりに

　周期的外力と減衰力を受ける単振り子と
Duffing振り子について，計算機実験を行った．

その結果，我々が仮定したパラメーターで計算を

をじ糠’．
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図一5．x－v－t3次元空間の軌跡（a＝20）

のわずかな違いに大きく依存する可能性がある

ことが分かった．これについてはパラメーターの

変化との関連をさらに系統的に調べる必要があ
ると思われる．

　また，Duffing振り子の位相空間内の軌跡は初

期の過渡的な時間を過ぎれば，かなり複雑ではあ

るが周期的な振る舞いをすることが観察された．

今後はパラメーターの組み合わせを検討し，複雑

な変化をする過程についても詳細に調べること
も必要であろう．
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