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Polynomial　Time－Bounded　Altemating
　　　　　　　　Multi－Counter　Automata

Kazue　TAKE　SHIGE＊1，　Tsunehiro　YOSHrNAGA＊2，

　　　　　Jianliang　XU＊3，　and　Katsushi　INOUE＊4

Abstract

　　　An　altemating　multi－counter　automaton（amca）is　a　generalization　of　a　nondetem血stic皿dti－

counter　automaton（㎜ca）．　The　state　set　of　an　amca　is　partitioned　into　universal　and　eXistential　states．

Greibach　showed　in　Ref．　1）several　impo1伽t　propenies　of　nmca’s　which　have　polynomial　space　and

operate　in　polynomial　time．　In　this　paper，　from　a　theoretical　interest，　we　investigate　a　few　fUndamental

properties　of　polynomial　time－bounded　amca’s．　We　show，　fbr　example，　that（1）there　is　a　la皿guage　ac－

cepted　by　a　two－way　detem血istic　l－counter　automaton　opera血g　in　1inear　time，　but　not　accepted　by　any

one－way　amca　with　only　universal　states　operating　in　polynomial　t㎞e，　and（2）there　is　a　language　ac－

cepted　by　a　two－way　altemating　l－counter　automaton　with　only　imiversal（existential）states　operating　in

linear　time，　but　not　accepted　by　any　one－way　amca　operating　in　real　time．

Key　Words：　alternating　multi－cou皿ter　automata，　polynomial　time，　linear　time，　real　time，

　　　　　　　　　computational　complexity

1．IntrOduction　and　Preliminaries

　　Amulti－cozan彪r　auto〃uαton　is　a　mUlti－pushdown

automaton　With　only　one　pushdown　Symbol　Z．　That　is，

i佑pushdown⑳e　is　of血e　form　Zi．

　　A加o－wqソaltematin9〃2ultiLcozm彪r　aut（）〃ZCIt（）nルf

is　a　generaliza虹on　of　a　two－way　nondete㎜㎞stic

multi－counter　antoma加n　in　the　same　sense　as　in　Ref　2）．

That　is，　the　state　set　ofノし4　is　divided血o伽o　diミj　oint

sets，　the　set　of　imtVersal　states　and　the　set　of　existential

s倣es．　l　ItUitively，　in　a　universal　state　M　splitS　into　some

submaclmes　vvhich　act　in　parallel，　and　ln　an　existential

stateノし4　nondeterm血is廿cany　chooses　one　of　possible

subsequent　ac廿ons．

　　We　assume　that　M　has　the　left　endrnafker‘‘¢”and

the　right　endrnafker‘‘＄”on　the㎞put切）e，　and　reads　the

input　tape　in　tWo　direc廿ons（曲t　is，　right　or　left）．　W∋

訓so　ass㎜e肱血one鵬P，　M　can血crement　or

decrement　the　contentS（出at　is，　the　length）of　the

counter　by　at　most　one．

　　For　each　k≧1，　we　d㎝（）te　a　two－way　altema血g

k・counter　automaton　by　2aca（k）．　An　instantaneous　de－

80吻孟∫oη（D）of2acajk）　Mis　an　element　of

　　　　　　　　Σ＊×∬×SM，

whereΣ（＄，¢eΣ）is　the　input　alphabet　ofM，∬

denotes　the　set　ofa皿non－negative血egers，　and

　　　　　　　SM－2×（｛z＊）k

（where　g　is　the　set　of　states）．　The　firSt　and　second

components，　w　and　i，　of　an皿）

　　　　　1ニ（w，’，（q，（α1，α2，＿，or　k）））

represent　the　inl）ut　string　and　the血put　head　positio恥

respectively．　The　third　component（g，（α1，α2，＿，or　k））

of．l　representS血e　sta血e　of　the　finite　oontrol，　the　con－

tentS　of　the　k　counters．／is　said　to　be　a　zmtVersal（an

existeア2tial，　an　accelフtin9）II）if　q　is　a　universal（an

e）dstential，　an　acoePting）…mate．　An　element　of　SM　is

ca皿ed　a　st（）㎎θstate　of・M　The　initial　lI）of・M　on　w

∈　Σ＊is

1．（w）＝（w，0，（q。，（・1，，・L，．．．，Z））），

　　　　　　　　　　　　　　　－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
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v血ere　go　is　the　ini廿al　s倣e　of　2し4　andλdenotes　the

empty　stnng．

　　We　write　1トM！and　say　I’is　a　successor　ofl　if　an

I）1’f（）110ws　from　an　D　1　in　one　step，　according　to　the

transition　fUnction　ofM

　　A　co砲ρutationpath　of、M『on　input　w　is　a　sequence

　　　　　I。ト泌トha＿卜Mln（n≧o），

where　1・ニIM（w）．

　　　A　comρutation　tree　ofMis　a　finite，　nonempty　la－

beled　tree，　and　each　nodeπof　it　is　labeled　with　an　l），

e（π）．

　　An　accepting　computation〃’ee（り『Mon∫塑z〃wis　a

computation　tree　of　M　Whose　root　is　1abeled　With　the

血itial　ID　and　whose　leaves　are　all　labeled　with　ID’s

rela血9　to　accePing　s励es．　We　say　that　Mαoα獅wif

there　is　an　aocepting　computation　tree　ofMon　w．

　　For　each　storage　state・s　ofルプand　each　w∈Σ＋，

let　an　s－co砲ρutatわη舵θofルf　on　w　is　a　computation

tree　ofノし4　whose　root　is　labeled　With　the　II）（・ve～，1，s）．

σhat　is，　an　s－computation　tree　ofM　on　w　is　a　computa－

tion　tree　which　replesents　a　computa虹on　of　M　on

w＄starting　with　the　inl）ut　head　on　the　leftrnoSt　position

ofwand　with　the　storage　state　s．）

　　An　saccepting　computation　tree　ofルf　on　w　is　an

s－computa血on　tree　of　M　on　w　whose　leaves　are　al1　la－

beled　with　I），s　according　to　ac（可）t血g　states．

　　For　each　k≧1，　a　one→vay　alteTnutingん」counter

aut（）〃1（7t（）n（laca（k））is　a　2aca（k）v血ch　reads　an　input

tape丘om　left　to　right　onl》r．

　　For　each　k≧1and　eachκ∈｛1，2｝，　we　denote　by

xuca（k）（resp．，　xnca（k））an　xaca（k）with　only　univeff…al

stales　（resp．，　e）dstential　states，　i．e．，　an　x－way

nondeterrninistic　k・counter　automaton），　and　by　xdca（k）

an　x－way　detem血lis廿c　k－counter　automaton．（An

xdca（k）is　regarded　as　an　xuca（κ）without　split血1g　into

submachines　or　an　rncajk）v》hose　nondetem血istic

choice　in　each　step　in　the　computarion　is　bounded　by　at

most　one．）

　　Let　71（n）be　any　fUnOdon．　For　e㏄h　x∈｛1，2｝and

each　y∈｛亀IL　n，　d｝，　an　xyca（産）ルf　opera彪s加time

7てn）if　for　each　n　≧1and　fbr　each晦）ut　of　lengh　n　ac－

cqpted　byルf，　there　is　an　accept血g　computation　tree　of

M　on　the　input　such　that　the　lengh　of　each　computa－

tion　path　of　the　tree　is　at　most　Kn）．　M　operaes　in　real

（resp．，　linear　andlフo伽〃iia（）ti〃ze　if　7（n）＝n＋1（resp。，

oηand〆，　where　c　and　r　are　some　positive　integers）．

　　For　each　k≧1，　each　x∈｛1，2｝，　each　Y∈｛A，

U，N，　D｝，　and　each’∈｛reaL　linear，　polynomial｝，

xYCA（k，りis　the　class　of　setS　aocepted　by　the　corre－

SPOnding　x－way　k－counter　au重omata　operating　in　t　t㎞e．

　　Greibach　showed　in　Ref　1）some　importamt　resUltS

conceming　the　accepting　powels　of　detem血i…虹c　and

nondeterrnmistic　multi－counter　automata　opera血g　in

polynomial　t㎞e　and　having　polynomial　space．　On　the

other　hand，　there　are　liUle　investigations　about

proper口es　of　altema血g　multi－counter　automata　with

polynomi謡t㎞e　and　space　as魚r　as　we㎞ow．　From　a

theoretical　interest，　we　will　investigate　a　few

fUndamental　propenies　of　polynomial　t㎞e－bounded

altema血g　multi－counter　automata．

2．Results

　　Greibach　hl　Ref．1）showed　that

　　　2DCA（1，linear）

　　　　　　　一∪1≦k〈。。1NCA（k，po加omiaり≠φ

using　the　langし旧ge：

　　　五n－｛WCMfR（cdVi）國lw∈｛0，1｝＊｝，

where　fbr　any　stmg　v，　lvl　and　f　denote　the　length　and

revelsal　of　v，　respectivel）r．　We　can　show　the　f（）110wing

result　which　is　considered　as　the　counterPart　of　the

result　above．

Theorem　2．1：

　　　2DCA（1，linear）

　　　　　　　一∪1≦k＜。。1UCA（k，poly　omiaD≠φ。

Proof…Let
　　Lu－｛WCI，t・「（cdWi）國1｝’∈｛0，1｝＊＆w’≠ゾ｝．

It　is　su茄cient　to　show　that

　　　（i）五za∈2DCA（1，lineaりand

　　　（i）Lu年∪1≦kく。。　lUCA（尾ρo卿o纏αり．

The　proof　of（i）：A2dca（1）Mcan　check　that　a　st　ng　J／

starts　with　w（n／v　rc　and　w「≠wR　in　t㎞e　propor口onal　to

lwl2　using　i重s　counter　C，

To　check　de舳is姻ly甑w’≠諮，for　example，

ノし4　stores　Zi血Cv血enノし4pickS　up　the　symbol　w（（），　and

compares　with　wてlw　1－1＋1）by　using　Z，　where　fbr

any　st　ng　v，　v（i）　denotes　the　i－th　symbol（from　the　left）

of　v．劔ote肱㎞甑ely狙er曲co蜘son，止e
血put　head　H　of／L4is　on　the　symbol　w　（lw　1－1＋1），　and

7　has　been　consumeCt　so　C　is　void．）正wの＝wてlw　1－1

＋1），then　to　compare　w（1＋1）with　wてlw　1一り，　Mmoves

Hto　the　left　by　one　cell　With　C　ke叩ing　empty，　and

picks　up　the　Symbol　wて1・w　l一り．　Then，ルf　gets　Z｝i血C

while　moving　H　to　the　right　up　to　the　first　occurrence

of　the　symbol‘‘o”．　After　thaち　M　moves　H　tt）the　left

endmaker¢and　compares　w（1＋1）with　wてIw1一りby

using才11n　C．　Ih面s　manner，　M　can　check　if　w’≠諮

while　moving　H　right　and　left．

　Furthennore，　M　can　verify　thatア　ends　血　lwl

occurrences　of　sUbstrhlgs　hl　ca＊；this　takes　the　thlle
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proportional　to　J／at　wolst

　　　Knowing　now　that
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　　　ア＝W㎝・冒・a”1　ca”2＿ca　”1”1，

一ルfcan　check　using　C　that　ni＝n2＝。．．＝刀1川in　t㎞e　O（1wl2）。

Thus，　the　total　time　is　lmear　in　y．　Therefbre，　Lu　is　in

2DCA（1，伽θαり．

T血eproof　of（li）：SupPose　to　the　contrary　that仕【ere

e）CistS　a　l　ucajk）　Macceping．乙u　Which　operates　in　time

rf　for　some　k≧1and　some　constantア＞1．For　each　n≧

1，let

　　　　V（n）一｛wcwR（cdWf）1Vi　1　w∈｛0，1｝n｝．

For　each　x＝wo諮（cdwi）トツl　in　V（n），　there　is　at　least　one

computation　path　ofMon　x　in　Which　Mnever　enters　an

accepting甑e，　becauseκ年Lu．　FiX　such　a　computa－

tion　path　of　M　on　x，　and　denote　it　by　o（x）．　Let　s（メ）be

the　storage　state　ofMjuSt　afしer　the　po血where血o（詫）

the血put　head　H　ofノし4　has　left　the　symbol‘‘o”betWeen

the　subst血gs　・t’t”and　wR　of　x．　Then，　the　fbllow血9

proposition　must　hold：

Proposi血on　2．1：For　any　two（lifferent　s血gs・x，アin

F（n），s（匿）≠5ω．

［Proof…For　otherwise，　supPose　that　x＝w（ル〆（cdlt）M，　y

＝・
ld／’ew’R（（】dv〆1）lw’1，・レレ≠w’，　and　s（詫）　＝　s（y）．　Let　z　＝

1，vew　，R（cdw’1）卜〆1（1，t・，≠「w）．　Th（r，」there　is　a　computation

pa血．IM（z）1－？Ldr．．．1－？Ldr（≧，　lwol，　s（X））of　M　on　z．　When，

star血9「with　ID（z，lwcL　s（x）），．～し4　proceeds　tr）read　the

segment　w’R（cdw’1）レ’1＄of　z＄，止ere　exists　a　sequence　of

s1£ps　ofノし4　in　v血ch－1レf　never　e】nters　an　accept血g　state，

since　s（［x）＝8α）．This　means　that　z　is　rej　ected　by　M．

This　contradictS　the　faCt　that　z　is血」乙u’　　　　　　　　　　　］

proof　of（i）　（continued）：clearly，1μ（n）1ニ　o（2n），

where　f（）r　any　set　8，1矧　denotes　the　number　of　elementS

of　S．　And　R（n）　＝　0（諾゜「），　v血ere　R（lt）　denotes　the

nunlber　of　possible　storage　states　s（n）’s　for　x’s　inレてn）．

Theref（）le，　we　have　17（〃）1＞・R（n）f（）r　large　n，　and　so　it

f（）llows　that　fbr　such　a　large　n，　there　must　be　two

different　s血lgs　x，ア血F（n）such　that　s（凶）＝s（y）．　This

cor血’adiCts　Proposition　2．1，　and　completes　the　proof　of

（i）ofthe　theorem．　　　　　　　　　　　　　　□

From　Greibach’s　and　our　resuhs，　we　have：

Coro”ary　2．1：For　each　X∈｛U，　N，　D｝，　each　t∈

｛linear，、ρolJymomial｝，and　each」を≧1，

　　　　1XCA（k』の　⊆2XCA（k，　t）．

Now，　we　have　Shovvn　tWo－way　multi－◎ounter　automata

are　more　power飢than　one－way　ones　in　the　case　of　de－

te㎜㎞sm，　nondeterminism　and　alternation　With　only

universal　s倣es（except　real　t㎞e）．

　　Next，　we　wimnvestigale　a　relationship　between　the

accepi㎞g　powers　of　fU11　alterna血g　one－way　and　two一

Way　mUlti－COUnter・aUtomata．

　　It　is　easily　observed　that止e　languages．乙n　and　Lu

above　are血1ACA（1，　reaり．　So，　we　need　another

consideration．　Let

Eニ｛κ1＃x2＃＿＃x。　1r≧1＆

　　　　　　　ヨ1（1≧0）［∀i（1≦i≦r）［Xi∈｛0，1｝’］］｝，

and　h　be　a　fimction　such　that　for　each　xi＃x2＃．．．＃1）c，∈E，

　　h（［Xl＃x2＃＿瓶・）－s（lx，）＃s（lx2）＃＿＃s（姦），　where

　　s（lala2．．．al＿iai）ニai2i’ia22i’2．．．al＿1221－iai，　where

　　ai∈｛0，1｝fbr　each　1≦i≦rl．

Now，　we　defne　the　f（）110wing　language：

　　五＝｛X。＃h（κ1＃κ2＃＿＃JCr）

　　　　　　　　レ（0（121h（xl＃x2＃…＃xk）1）lx・1）「l

　　　　　　　　　　Xl＃x2＃＿瓶∈E

　　　　　　　　　　　＆Ψ（1≦ノ≦r）［x。＝xノ］｝・

which　is　a　mOdification　ofthe　language　defined　in　Refs．

3）－5）．

1£mma　2．1：Let五be　the　language　defined　above，

The恥

（1）五∈2NCA（1，lineali），

（2）L∈2UCA（1，linear），　and

（3）L葎∪豆≦k〈。。1ACA（k，　reaり．

The　proofs　of（1）and（2）：They　can　be　shown　us血g

the　ideas　and　the　techniques　in　Refs　1），4），6），7）．　So，

the　proofs　are　omitted　here．

The　proof　of（3）：Suppose　that　for　some　k≧1，　there

exists　a　l　aca（k）一ルf　which　aocqptS．乙and　operate血real

t㎞e．For　each　n≧1，　let

V（n）＝｛X。＃h（κ1＃X、＃…＃X、。）

　　　　　　　b（0（121馳2＃’”＃x・n）1）1・・1）2”　1

　　　　　　　　　∀i（0≦i≦2n）［κi∈｛0，1｝n］

　　　　　　　　　　＆］1’（1≦ノ≦2n）［Xo＝κノ］｝⊆五

and

M（n）＝｛＃h（Xl＃x、＃…＃」C、。）

　　　　　　レ（0（121h（x’＃x2＃’”＃x・・）1）・）2”　1

　　　　　　　∀i（0≦i≦2n）［JCi∈｛0，1｝n］｝．

Note　that　fbr　each　v∈V（n），　there　exists　an　accepting

computation　troe　ofMon　v　which　has　the　propenies：

（i）f（）r　each　computation　path　1）from　the　ro（）t　to　a　leaf，

　　　the　lengIh　of　P　is　l¢v　＄l　and　P　represent3　a

　　　computation　in　which　the　input　head　moves　one

　　　cell奴）the　right血l　each　step，　and　thus

（i）f（）reach　nodeπlabeled　with　an　lD　whichノレf　enters

　　　just　afとer　the　input　head　has　read　the血血al　seg一
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ment　xb　of　v，血e　lengh　of　each　counter　in　e（π）is

bounded　by　n，　since　M　operates　in　real　time　and

We　aSSUme　that　M　Can　enter　an　aCCqpting　State

only　when制㎞g　offthe　hght　endmarker＄．

For　each　storage　state　s　ofM　and　for　eachア　in〃（n），　let

MKs）

ニ1if　there　eXistS　an　s－a㏄ep血g　computation　tree　ofM

　　on　y　such　that　for　each　computarion　path　P　from　the

　　root　to　a　leaf，　the　length　of　P　is　l¢ア＄land　P

　　representS　a　compu倣ion　ill　v》hich　the　input　head

　　moves　one　cell　to　the　right　in　each　step，

＝OotherWise．

For　any　two　st血gsア，　z　in　Va（n），　we　say　that）ノand　z　are

一ルf－equivalent　ifM，（s）＝一ルfz（s）f（）r　each　storage　state　s＝

（q，（α1，α2，＿，or　k））of一ルf　With　O≦1α∫1≦n（1≦i≦k）．

Cleady，」へ4」equivalen㏄　is　equivalence　relation　on

strings　ln昭（n），　and　there　ale　at　most

　　　E（n）－2P（・＋’）k

M£qUivalence　classes，　wvhere　p　denotes　the　number　of

s倣es　of　the　finite　control　of　M　We　denote　these

M免qUivalence　classes　by　Ci，　C，，．．，　CE（n）．

　　For　eachア血〃（刀），　let

　　　わ（J・［）＝｛u∈｛0，1｝nlヨi（1≦i≦2ぞ）［u＝Xi］｝．

Furthermore，　for　each　n≧1，1et

　　　R（n）一｛わ（y）1ン∈〃（〃）｝．

Then，

IR（n）1＝

〔り＋〔21〕＋…＋〔ll〕＝22n－1・

So，　we　have　LR（n）1＞・β（n）f（）r　large　n．　For　such　n，　there

must　be　some　g，　g’（g≠g）in　R（n）and　some　G（1≦

i≦E（n））such　that　the　fbllowing　statement　holds：

　”There　are　tWo　string）ノ，　z∈〃（n）　such　that

　　　（i）わωニ9≠9’ニわ②amd

　　　（i）y，z∈G・（i．e．，アand　z　are　M－eqUivalent）．”

　　Because　of（i），　we　can，　Without　loss　of　generality，

assume　that　there　iS　some　word　u∈｛0，1｝n　such　that　u∈

bty）一わ②．　Clearly，　it　imphes甑ノ＝妙∈L　and　z’＝

uz年五．

　　Because　of（i），ノis　accepted　byル（iff　z’is

accepted　by　M，　v面ch　is　a　contradiOdon．　　　　　　　□

From㎏㎜a　2．1，聡ha舳e舳曲帥eorem㎝d
corollaly：

Theorem　2．2：For　each　X∈｛U，　N｝，

　　2XCA（1，linear）一Ul≦k＜。。　lACA（k，　reab≠φ．

Corollary　2．2：For　each　k≧land　each　t∈｛linear，

1フ0加0〃iial｝，

　　　lACA（k，　reab⊆2ACA（k，　t）．

3．Condusions

　　hthis　paper，　we　presented　a　few　resuhs血the

㏄cepting　Powers　of　altematjng皿皿ti－counter　automata

opera血g　in　polynomial　t㎞e．「lhe　main　resu　lts　are　that

fbr　each　X∈｛U，　N｝，

　2XCA（1，linear）一∪1≦k＜。。lACA（k，　reaり≠φand

　2DCA（1，linear）

　　　　　　　一∪1≦kく。。IUCA（k，polLvaomiaり≠φ．

　　F止nally，　we　conclude　this　paper　by　listing叩

interestillg　open　problems．　For　each　k≧1，each　X∈｛A

U，N，　D｝，and　each　t∈｛lineaz，ρo加o纏α1｝，

（1）2DCA（1，linear）一Ul≦kく。。1ACA（k，　reaり≠φ？，

（2）2XCA（k＋1，　linear）－1XCA（k，　t）≠φ？，　and

（3）are　2UCA（k，　t）　and　2NCA（k，　t）　incomparable？
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