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ファジィ写像の自然な解釈

下 田 守

序

 前2稿では，直観主義的集合論の階層モデルで解釈すると，ファジィ

集合とファジィ関係の基本的な演算・関係・性質についてきわめて自

然な対応が存在することを明らかにした（［14］［15］）．本稿では，ファ

ジィ写像についても同様に自然な対応が成り立つことを示す．

 集合論で最も基本的な概念の一つである写像または関数のファジィ

化は必ずしも一通りではないが，ファジィ理論の文献では，ファジィ

写像をファジィ関係と同一視して定義した上でファジィ集合の像や逆

像について論じている場合が多い．

 しかし，本稿ではファジィ写像をある条件をみたすファジィ関係と

考える．具体的には，直観主義的集合論の階層モデルの中の写像を一

般のファジィ写像とみなし，普通の集合の間のファジィ写像を，ファ

ジィ集合・ファジィ関係の場合と同様に定義する．すると，普通の集

合の問のファジィ関係がファジィ写像となるために所属関数がみたす

条件が自然な形で得られる．さらに，ファジィ写像による集合の像や

逆像などについて自然な関係が成り立つことが示される．ザデーの拡

張原理は，普通の写像の拡張による像や逆像がファジィ集合になるこ

とを示すものと考えられる．

 なお，前2稿（［14］［15］）で用いた記号・用語の定義や性質などは既

知とする．
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1 vHにおける写像

 はじめに，普通の（クリスプ）集合における写像および写像・関係

り像・潜像について，主な定義と記号を確認しておく．

 まず，写像は関係の特別な場合として，次のように定義される．

   ノが集合Xから集合Yへの写像（f：X一→y）

   ⇔ノ⊆x×Y〈（∀x∈x）ヨy（〈xy＞∈ア）

     AVxVyVz（〈xy＞ E f A 〈xz＞ E f ． y ＝ z）

 x∈X，y『∈yがくxy＞∈fをみたすとき， yを（fによる）xの値

といい，ノ（x）ニyまたはノ：x←→yとかく．写像ノ：X→Yと

g：y一＞zに対して，合成g・ノを，g・ノ（x）＝g（ノ（x））（Vx∈x）

によって定義する．すなわち，g・f：X一→Z；g・ノ：xト→g（ノ（x））．

 次に，関係と写像の像や逆像に関する記号・用語を簡単に紹介する．

 集合Xとyの間の関係Rと集合A⊂X，B⊂yに対して，

 R（A）＝｛31∈Y；（ヨx∈A）xRy｝，

R-1（B）＝｛x∈x；（ヨ〃∈B）xR〃｝

を，それぞれ（Rによる）Aの像，Bの逆像という． R（A）⊆Yか

っR-1（B）⊆Xとなる．特に，domR＝R-1（Y）をRの定義域，

rngR＝R（X）をRの値域という．

 写像f：X→yと集合A⊆X，B⊆yに対して，

 f（A） ＝ ｛f（x）；x E A｝，

f一'（B） ＝ ｛x E X； f（x） E B｝

を，それぞれ（ノによる）Aの像，Bの逆像という．！（A）⊆Yかっ

f-i（B）⊆Xである．b∈Yに対してf-i（b）＝｛x∈X；ノ（x）＝b｝

をbの逆像（または原像）という．f-1（b）＝ノー1（｛b｝）にほかならな

い．写像ノ：X一→Yの定義域は常にdomノ＝Xである．値域
rngノ＝ノ（X）＝｛ノ（x）；x∈X｝をfの像と呼び， Im！とかく．
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 VHにおける関係Rは，「Rが関係である」という文をみたすvHの

元として定義された（［15p．すなわち， u，v，R∈vHとすると，

  RがvHにおけるuとvの間の関係⇔llR⊆u×vll＝1。

同様にして，vHにおける写像を次のように定義する．

定義1．1．u，v，ノ∈vHとする．［lf：u→vllニ1のとき，ノがvH

におけるuからvへの写像であるという．すなわち，

 ノがvHにおけるuからvへの写像⇔llf：u→vll＝1

   ⇔Ilf⊆u×vll・＝11（∀x∈u）ヨy（〈xy＞∈ノ）ll

     ＝ 11VxVyVz（〈xy＞ E f A 〈xz＞ E f 一 y＝ z）11 ＝ 1．

 vHにおいて，二つの写像の（関係としての）合成は写像となる．

すなわち，llf：u一→vll＝1かつllf：v一〉ωll＝1ならば，

llg・ノ：u一→ωll＝1となる．写像の合成に関する諸性質は，関係の

場合とまったく同様に成り立つ（［15］）．

 vHにおける関係の像と逆像は，次のように構成する．

定義1．2．RがvHにおけるuとvの間の関係であるとする．

（1）A∈γHに対して，R（A）∈vHを次の式で定義する：

   の（R（A））＝Dv， E（R（A））＝ER〈EA，

   R（A．）：ye V llx E AAxRyll．

         xEDA

（2）B∈vHに対して， R-1（B）∈vHを次の式で定義する：

   の（R-1（B））＝のu， E（R-1（B））＝ER〈EB，

   R一'（B） ： x 一 V lly E BA x-Ryll・

          ．yEDB

 R（A），R-1（B）を，それぞれ関係RによるAの像， Bの逆像と

いう．普通の関係の場合と同様に，dom．R＝R-1（v）をRの定義域，

rngR＝R（u）をRの値域という．
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補題1．1．u，v，R，A，一B∈vHかっIIR⊆u×vll＝1とする．

（1） ilR（A） g vll ＝ 1，

  lly∈R（A）li＝li（ヨ・∈A）xRyll（∀y∈vH）．

（2） IIR一'（B） g ull ＝ 1，

  ilx∈R-1（B）11-ll（ヨ〃∈B）・Ry11（∀x∈γH）・

 写像は関係の特別な場合であるから，写像による像と逆像について

は上の定義を適用すればよいが，具体的には次のように構成できる．

定義1．3．∫がvHにおけるuからvへの写像であるとする．

（i）．A∈vHに対して，ア（A）∈vHを次の式で定義する：

   1） （f（A）） ＝ IPv， E（f（A）） ＝ Ef A EA，

   ノ（A）・〃ト→Vllx∈A〈f（x）＝〃ll・

         xE1）A

（2）B∈vHに対して，ノー1（B）∈vHを次の式で定義する：

   z） （f一'（B）） ＝ z）u， E（f一'（B）） ＝ Ef A EB，

   f-1（B）・xト→VllyEB〈f（x）＝yll・

           yE1）B

 vHにおけるuからvへの写像ノの定義域domノ＝ノー1（v）につい

て，常にlldomf；ull＝1が成り立つ・また，ノの値域rngノ＝ノ（u）

をノの像と呼び，Imノとかく．

補題1．2．u，v，ノ，A， B∈vHかつllf：u一→vll＝1とする．

（1） llf（A） g vll ＝ i，

  ll〃∈ア（A）il＝ll（ヨx∈A）（f（x）＝酬 （Vy∈vH）．

（2） llf-i（B） g ull ＝ 1，

  llX∈ノー1（B）ll＝ il（ヨy∈B）（ノ（X）＝〃）U

          ＝ llf（x） E BII （Vx E vH）．
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 像または逆像に関する性質の大半は普通の集合と同様に成り立つ．

以下・u，v，R，f∈VHで， IIR⊆u×vll＝llf：u→ull＝1とする．

また，A，．B，C，．D∈V'Hとする．

命題1．1．

（1）1レ1⊆Bll≦；1「R（A）⊆R（B）ll〈llf（A）⊆ノ（B）II．

（2） llC g DII 〈． IIR一'（C） g R一'（D）ll A llf-i（c） g f-i（D）…

命題1．2．

（1） llR（A n B） g R（A） A R（B）ll ＝ 1，

  llf（A∩B）⊆ア（A）∩ノ（B川＝1．

（2）llR-1（0∩D）⊆R-1（0）∩R-1（D川＝・1，

  Ilf一'（Cn D） ＝ f一'（C） n f一'（D）ll ＝ i．

（3）IIR（A．UB）＝R（A）UR（B川＝1，

  llf（AUB）?（A）Uノ（B川＝＝1．

（4） llR-i（C u D） ＝ R-i（C） u R-i（D）ll ＝ 1，

  llf-i（Cu D） ＝ f-i（C） u f-i（D）ll ＝ 1．

命題1．3．

（1） lIA n domR g R一'（R（A））ll ＝ 1，

  llA∩u⊆ノー1（ノ（A）川＝1．

（2） llBnrngRgR（R-i（B））ll ＝1，

  IIB∩Imノ＝ア（ノー1（B）川＝1．

命題1．4．

（i） llR（A） X R（B） ［ R（A × B）ll ＝ i，

  llノ（A）＼ノ（B）⊆ノ（A＼B川＝1．

（2） llR一'（C） N ．R” （D） g R一'（C N D）ll ＝ 1，

  Ilf-1（0）＼ノー1（D）＝ノー1（0＼D川＝；1．

（3） llrngR＝vIl 〈． llv XR（A） g R（uXA）ll，

  Ilrngノ＝vll≦llv＼ノ（A）⊆f（u＼A）ll．

（4） lldomR ＝ ull 〈． Ilu X R-i（C） g Rm'（v X C） ll，

  Ilu X f一'（C） ＝ f-i（v N C）ll ＝ 1．
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2 Hファジィ写像

 Hファジィ写像はHファジィ関係（［15］）の特別な場合として定義

される．以下，X， y， Zを普通の集合として， u，v，ノ∈vHとする．

定義2．1．

（1）vHにおけるuからvへの写像をuからvへのHファジィ写像

という．すなわち，

  ノがuからvへのHファジィ写像⇔llf：u一〉州二1．
           

（2）XからyPへのHファジィ写像をXからYへのHファジィ写像
という．すなわち，

                               
  ノがXからyへのHファジィ写像⇔llノ：X一→yll＝1．

 XからYへのHファジィ写像！とYからZへのHファジィ写像
gの合成g・ノはxからzへのHファジィ写像となる，しかし，ファ

ジィ写像の逆関係はファジィ写像になるとは限らない．

 以下，集合上のHファジィ関係の所属関数は，原則として最も自然

なものを考える．例えば，ノが集合Xと集合yの間のHファジィ関

係のとき，その所属関数は，直積集合X×Y上の関数

  μ∫：x×Y一→H； 〈xy＞←一＞ll〈xy＞＞∈fll

とする．

定理1．

（1）集合Xとyの間のHファジィ関係fの集合X×y上の所属関

数をψ＝μ∫とする．ノがXからyへのHファジィ写像であるため

の必要十分条件は，写像ψが次の2条件（E）（U）をみたすことである：

 （E）  Vψ〈xy＞＝1           （∀x∈x），

   y∈y
 （U） ψ〈xy＞〈ψ〈xz＞＞0＝⇒y＝z  （∀x∈X，∀y， z∈Y）．

（2）写像ψ：X×y一→Hが上の2条件（E）（U）をみたすとき，ψを

所属関数とするXからYへのHファジィ写像fが存在する．すなわ
                        
ち，適当なf∈vHによって， Ilf：X→yllニ1かつμ∫＝ψとなる．
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証明．

（1）ノをXとyの間のHファジィ関係，集合X×Y上のノの所属
                     
関数をψ＝μノとする．llf⊆X×yll＝1だから，アがXからyへ

のHファジィ写像であるためには次の2条件が必要十分である．1

       
  II（∀u∈X）ヨv（〈uv＞∈ノ）II：＝1

  11∀uVv∀ω（＠〉∈ノ〈＠〉∈ノ→v＝切llニ1．

 まず，

       
  Il（∀u∈x）ヨv（〈uv＞∈ノ川

                 
＝11（∀u∈x）（ヨv∈y）（＠〉∈ノ）ll

＝〈Vll〈MY＞∈fll・＝〈VII〈xy＞・∈fll

  x∈Xy∈y         x∈Xy∈Y

 ＝／＼ Vψ〈xy＞

  x∈xy∈y

だから，

      
 II（∀u∈X）ヨv（〈uv＞∈ノ）ll＝＝1

 ⇔／＼ Vψ〈xy＞＝1

   x∈Xy∈y

 ⇔V‘ψ〈xy＞＝1   （∀x∈x）．

   ‘y∈y

すなわち，条件（1）は条件（E）と同値．

 また，

  ll∀uVv∀ω（＠〉∈ノ〈＠〉∈ノ→v＝ω川
                    

＝IK∀u∈x）（∀v，ω∈y）（〈uv＞∈ア〈＠〉∈ノ→v＝ω川

＝＜＜㈹∈ノ＜＜MX＞∈ノ→y＝Yll

  x∈xY，z∈Y

 ＝ ／＼ ／＼ （ψ〈xy＞〈ψ〈xz＞→ll彰＝＞ID

  x∈xY，■∈y

）
）

-
り
乙

（
（
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であるから，

 H∀u∀v∀w（〈uv＞∈！＜＜uw＞∈ノ→v＝w）ll＝1・

⇔＜＜（ψ㊥〈ψ〈xz＞→llY-X11）1・

   x∈x写，z∈Y

                 
 ⇔ψ〈xy＞〈ψ〈xz＞≦Hy＝211 （∀x∈x，∀y， z∈Y）

となり，

   llY一＞ll一｛撮翻

だから，条件（2）は条件（U）と同値になる．

（2）写像ψ：X×Y一→Hが2条件（E）（U）をみたすとする．ノ∈vH

を次の式で定義する：

              
  Dfニの（X×Y）ニ｛〈xy＞v；x∈X，y∈y｝， Ef＝1，

  ノ：〈xy＞＞トー〉ψ〈xy＞．

                       
 まず，定義より明らかに，llf⊆X×ylI＝1であり，

   ll〈xy＞v∈fll＝ノ（〈xy＞＞）＝ψ〈xy＞  （∀x∈X，∀y∈y）

だから，μ∫＝ψが成り立つ．

 次に，条件（E）より，

     ll（     ∀u∈X）ヨv（〈uv＞∈川＝〈〉ψ〈xy＞一・

                  x∈xy∈y

である．さらに，条件（U）を用いて，

 II∀u∀v∀ω（〈uv＞∈f＜＜uw＞∈ノ→v＝ω）ii

     ＝＜＜（ψ〈xy＞〈ψ〈xz＞→HY-IID＝・

      x∈Xy，z∈y

                     
となる．したがって，llf：X→yll＝1が成り立つ．

次に，Hファジィ写像による像と逆像について考える．
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定理2．ノをXからyへのHファジィ写像，集合X×y上のノの
所属関数をμ∫とする．

（1）任意のA∈vHに対し，像ノ（A）はYのHファジィ集合であり，

A，ノ（A）の集合X，Y上の所属関数をそれぞれ1．tA，μ∫（A）とすると，

    μf（A）（〃）＝V（」・LA（・）〈μf〈xy＞） （∀y∈y）・

         x∈x

（2）任意のB∈vHに対し，逆像ノー1（B）はXのHファジィ集合で

あり，B，f-1（B）の集合Y，X上の所属関数をそれぞれμB，μノ．、（B）と

すると，

    μ∫一・（B）（・）＝V（μβ（y）〈μf〈・〃〉）（∀x∈x）．

          ㌢∈y

                                
証明．ノがXからyへのHファジィ写像とすると，llf：X一→y目＝1．
                       （1）A∈vHとすると，補題1．2（1）より， llf（A）⊆yII＝1．
                                         

 Df（A）＝DY＝｛y；y∈y｝かっ［lf⊆X×yll＝1だから，任意

のy∈yに対して，補題1．2（1）を用いて，

                                            

 μ∫（A）（y）＝IIy∈f（A）ll＝［Kヨu∈A）（ノ（u）＝シ）11

                          
     ＝llヨu∈x（u∈A＜＜uy＞∈f）u

     ＝Vllあ∈A〈働∈fll＝V（μ且（・）〈μ∫〈xy＞）．

      x∈x                x∈x

                         （2）B∈vHとすると，補題1．2（2）より， llf-1（B）⊆xll ＝1．

 のノー1（B）＝1）髪＝｛M；x∈X｝かっ［lf⊆髪×SYII＝1だから，任

意のx∈Xに対して，補題12（2）を用いて，

μf一・（B）（X）＝11 ME f“'（B）IHI（ヨV∈B）（ノ（M）＝vH）

                        
      ＝Hヨv∈y（v∈B＜＜xv＞∈f）ll

      -Vuy∈B〈働∈fll＝V（μBω〈paf〈xy＞）．

       シ∈y                y∈y

注意定理2で，Hファジィ写像fのかわりにHファジィ関係Rと
しても，まったく同様の結果が成り立つ．
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定義2．2．普通の集合の間の写像g：x一→yに対しそ，次の式で定

義されるφ∈vHをgの拡張（または拡張Hファジィ写像）という．

             
  つφ＝Z）（X×y）＝｛〈xy＞＞；x∈X， y∈y｝， Eφ＝1，

9'一 ・ 〈xs／〉“ 一 ll（9（x）画＝｛l l瑠；1；：

命題2．1．普通の写像g：X一→yに対して，拡張φは集合Xから

集合YへのHファジィ写像であり，

                 llφ＠）＝（9（x））＞ll＝1  （∀x∈X）・

                             
証明．ノ＝φとおくと，定義より明らかに，llf⊆X×yilニ1．すな

わち，fは集合XとYの間のファジィ関係．そこで，集合XxY上

のノの所属関数をψニμ∫：X×y一＞Hとすると，

                    ψ〈xy＞＝＝ll〈xy＞V∈fll＝ll（9（X））V＝yll  （∀X∈X，∀y∈Y）・

したがって，任意のx∈X，y∈Yに対して，

                  Vψ〈xy＞＝Vll（9（x））v＝yllニ11（9（x））v＝・（9（x））＞ll＝1・

  y∈y       y∈y

また，任意のx∈X，y，z∈yに対して，

  ψ〈xy＞〈ψ〈XZ＞＝li（9（X））V＝Yll〈M（9（X））〉＝1＞ll≦llシ二砦1［

                      翠から，ψ〈xy＞〈ψ〈xz＞＞0ならば1国＝211＝1，ぞなわ浄， y＝z．

ψ＝μfは定理1の条件（E）（U）をみたすから，llf：X一→yll＝1．

 次に，任意のx∈Xに対して，g（x）∈Yだから，

ll〈X9（X）＞＞∈fll＝Vノ（〈・〃＞v）〈il〈卿）＞v＝〈zy＞Vll

         〈zy＞∈x×y

                         ＝＞ll（9（x））〉ニyll＝ll（9（x））〉＝（9（x））Vll＝1・

         y∈y

                    したがって，任意のx∈Xに対して，ilf（勾＝（9（x））vil＝1．
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定理3．g：X一→yを普通の集合の問の写像，φをその拡張とする．

（1）任意のA∈vHに対して，φ（A）はYの∬ファジィ集合であり，

んφ（A）の集合X，y上の所属関数をそれぞれLLA，μφ（A）とすると，

       梯）ω＝Vt・eA（x）（∀〃∈Y）．

            。犀．

（2）任意のB∈vHに対して，φ一1（B）はXのHファジィ集合であ

り，B，φ一1（B）の集合Y，x上の所属関数をそれぞれμB，μφ．、（B）とす

ると，

       μ軟1（B）（x）＝μB＠（x））  （∀x∈X）．

                     
証明． 命題2．1より，llφ：X一→yll＝1．

                  （1）補題1．2（1）によって，llφ（A）⊆yll＝1．すなわち，φ（A）はy

のHファジィ集合である．

 また，定理2（1）より，任意のy∈Yに対して，

μφ（A）ω＝V（μA（x）〈μφ〈x〃〉）＝V（μ孟＠）〈ll〈xy＞＞∈φil）

      x∈x               x∈x

     -V（LLA （x）〈ll（9（x））〉＝Yll）＝VμA（x）．

      x∈x                     x∈x
                    幹＠）＝y

                       （2）（1）と同様に補題1．2（2）より，1「φ一1（B）⊆Xll＝1．すなわち，

φ一1（B）はXのHファジィ集合である．

 定理2（2）を用いて，任意のx∈Xに対して，

μφ一・（B）（x）＝V（μB（x）〈fo一〈xy＞）＝V（μB（x）〈ll〈xy＞＞∈φil）

       y∈y              y∈Y

      ＝V（μB（x）〈ll（9（x））v＝Yll）＝μB（9（x））．

   「     y∈y

この定理は，いわゆるザデV一・・一の拡張原理に相当する．



一198一 ファジィ写像の自然な解釈

結

 ファジ'イ理論の文献では，ファジィ写像はファジィ関係の別称また

は同等の概念として定義されてきた（［2］［5］［8］［9］［10］）．

 以下，集合Xのファジィ集合全体の集合を∫（X）とかく．集合X

と集合Yの間のファジィ関係Rに対し，

    ptR〈xy＞ ＝ ptF（．）（y） （Vx E X， y E Y）

をみたす写像F：X一→∫（y）が自然に定義され，逆に，写像Fか

ら上の関係をみたすRを構成できる．また，Xとyの間のファジィ

関係Rから，像と逆像を対応させる2つの写像

    ImR ： lr（X） ． ．Ji '（Y）； A 一 R（A），

    R-i ： ．1 '（Y） 一 ．T'（X）i B 一 R-i（B）

が導かれる（定理2の後の注意参照）．このような写像を導くので，

ファジィ関係がファジィ写像とも呼ばれたらしい．しかし，まったく

同じ対象に異なる名称を付けることは不自然で，ファジィ関係を扱っ

てもファジィ写像には触れない文献も少なくない．

 本稿では，直観主義的集合論の階層モデルにおける写像をファジィ

写像と定義して，像や逆像などの基本的な性質が自然に導かれること

を示した．また，集合上のファジィ関係がファジィ写像になるために

所属関数がみたす条件を与えた．なお，文献田［3］には，ファジィ関

係を含むさまざまなファジィ関数の定義が紹介されているが，本稿の

ファジィ写像と同じ形の定義はない．

 ただし，Hが実数の閉区間［0，1］の場合は，本稿の集合の間のファ

ジィ写像は，普通の写像の拡張と実質的に同じものとなる．すなわち，

H＝［0，1］のとき，集合Xから集合YへのHファジィ写像fの所属

関数ψ＝μ∫：X×y一→Hは定理1の2条件（E）（U）をみたすので，

任意のx∈Xに対し，th〈xy＞＝1となるy∈yがただ一つ存在して，

y以外のz∈yに対してはψ〈xz＞＝0となる．したがって，

   g（x） ＝yO 3b〈xy＞ ＝ 1 （Vx E X， Vy E Y）

によって，普通の写像g：X一→Yを定義することができる．このと

き，μ∫＝ψ＝μφだから，IV＝φ1［＝1となる（［14ユ定理3）・
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 ザデーの拡張原理（［19pは，ファジィ理論における最も重要な概

含と言われる（［11］）．拡張原理の最も一般的な形は，普通の写像の拡

張としてファジィ集合にファジィ集合を対応させる写像を導くもので

ある（［5］［6］［7］［9］［11］［12］［16］［19］）．実際，普通の写像g：X一→yに

対し，定義2．2によって定まる拡張φから導かれる2つの写像

    ∫mφ：∫（X）一〉∫（y）； ．Aト→φ（A），

    φ一1：・1'（Y）一→∫（X）；Bト→φ一1（B）

が，拡張原理で示される写像にほかならない（定理3）．

 なお，写像g：X一→yのvHへの埋め込みφも，φと同じ役割を
                                             
果たす・すなわち・llg ： X一一→yll＝1かつllg＝φll＝・1が成り立つ．
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