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ファジィ関係の自然な解釈

下 田 守

序

 ファジィ理論の基礎となるファジィ集合やファジィ関係の最も基本

的な概念や主な演算の数学的な意味は，今まで必ずしも十分には明ら

かにされていなかった．昏昏［17］では，ファジィ集合については，直

観主義的集合論の階層モデルで解釈すると，基本的な概念や演算につ

いて自然な対応が成り立つことを示した．

 ファジィ理論においてファジィ集合に次いで基礎的な概念で応用上

も重要なファジィ関係は，直積集合のファジィ部分集合として定義さ

れる．関係で最も基本的な演算である合成にはさまざまな演算が数式

で提案され，逆関係や同値関係・順序関係の諸条件についても，ファ

ジィ集合の場合と同様に二値の特性関数の拡張としての定義が数式で

与えられるだけであり，これらの数式の内容的な意味は必ずしも明ら

かにされていないと見受けられる．

 本稿では，ファジィ関係についてもファジィ集合の場合とまったく

同様に，直観主義的集合論のモデルにおいて自然な対応関係が成り立

つことを示す．このモデルにおいては，ファジィ関係の合成では最も

一般的に用いられるmax-min合成が，普通の集合における合成関係

とまったく同じ意味を持つことを明らかにする．また，逆関係や，同

値関係・順序関係などについても普通の集合と同様の意味で解釈でき

ることを示す．
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1 vHにおける関係

 以下，ある完備ハイティング代IX Hを真理値集合とする直観主義的

集合論のモデルvHを考える．［17］で用いた記号・用語の定義や性質

などは既知とする．前後の文脈から明らかなときは，〈x，y＞Hを〈xy＞，

（2L ×V）Hをu×vなどと略記することがある．なお，［17］の定義等の

一部は修正を要する（本稿末尾の「今旦の訂正」参照）．

 普通の（クリスプ）集合において関係は直積集合の部分集合として定

義されるが，vHにおける関係もまったく同様に考えることができる．

定義1．1 vHの元u， vに対して，直積（u×v）Hの部分集合を， vH

におけるuとvの間の関係という．すなわち，R∈vHに対して，

  Rがuとvの間の関係⇔R⊆u×v⇔1虞⊆u×vH＝1．

 uとvの間の関係を（vHにおける）uからvへの関係とも呼ぶ．特

に，uとuの間の関係をu上の関係という．

 一般に関係Rについて，〈xy＞∈RをxRyなどと記すことがある．

レHの中では，x'Ryはく2'，Y＞H∈Rを略記したものに相当する．

補題1．1 R，S∈vHで， RをvHにおける関係とする．．

  R⊆S⇔任意のx，y∈vHに対して11xRyU≦11cSy11．

定義1．2 vHの元uに対し，ん∈vHを次のように定義して， u上

の恒等関係または相等関係という．

  つ㈲＝｛伽〉；・∈つu｝，E（1の＝Eu， z。・〈廊＞F→ψ）．

補題1．2 u∈vHとする．
（1） llx lu yll ＝ Ux E ull A llx ＝ y［1 （Vx，y E VH' ）．

（2）11z∈iu［1＝：llヨx∈u（z＝〈x：z＞）1［ （∀z∈vH）．

（3） 1． Eu× u．
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補題1．3 α∈On， x，y∈vHとする．

（1）u∈哩とすると，あるβ〈αに対しDu⊆ザ，

定義1．3

する．ただし，βはZ）RU T）S⊆VpH⊆曙をみたす順序数とする．

  1］） （S o R） ＝ ｛〈xz＞i x， z E VfiH ｝， E（S o R） ＝ ER A ES，

  SOR：〈X・ Z＞ト→llヨy（xRy〈ySZ）ll．

定義1．4 R∈％に対して，逆関係R『1∈曜を次のように定義す

る．ただし，βはのR⊆ザ⊆曙をみたす順序数とする．

  Z）（R-i） ＝｛〈xy＞；x，yE VpH｝， E（R一'）＝ E］R，

  R-1：〈xy＞ト→11yRx11．

 以上の定義において，順序数βの選び方には影響されない．例えば，

関係の合成5・Rの定義で順序数βをγに置き換えたものをS＊Rと

すると，S＊RfuS。Rが成り立つ．逆関係についても同様である．

補題1．4 u，v，ω，R， S∈vHとする．

（1） llx（S o R）zll ＝ ll］y（xRy A ySz）11 （Vx， g E V”）．

（2）llt∈SoRll＝ilヨxヨyヨz（t＝〈xz＞〈xRy〈ySz）ll （∀t∈vH）．

（3）R⊆u×vかつS⊆v×ωならば，SoR⊆u×ω．

補題1．5 u，v，R∈vHとする。

（1） llxR一 iyll ＝ lly．Rxll （Vx， y E V”）．

（2）ll・∈R-11HIヨxヨ〃（・＝〈吻くyRx）li（∀・∈vH）．

（3）R⊆u×vならば，R-1⊆v×u．
（4） （u × v）一i fy v × 2L．

（2）Vllx∈z・11≦V Ux＝・・il・

  u∈唱1   ・∈哩
（3） V（llx ・ull〈lly ・vll）＝Vll｛x，y｝＝zll ＝Vll〈xy＞＝ zll．

  u，v∈y'                 ■∈VH            z∈s／H

                ロキユ                         α十2
（4）＞ll〈・y＞・＝・・ll≦Vll㊥＝＠＞ll・

  z∈Vlダ         u，v∈哩

     R，S∈Vaに対して，合成S・R∈嘘1を次のように定義
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合成や逆関係については，普通の集合と同様の性質が成り立つ．

命題1．1 u，v，R， S， T∈vHとする．

（1）R⊆u×vならば，ROIu～R～んoR．
（2） （T o S） oR fu To （S o R）．

（3） To （s n R） E （To s） n （T o R）．

  （T A S） oRE （T o R） n （S o R）．

（4） To （S U R） fs （T o S） U （T o R）．

  （T U S） o R 2s （T o R） U （S o R）．

（5）R⊆Sならば，T。R⊆7「oS．

  S［Tならば，SoR［：TOR。

上の（3）で，逆向きの包含関係は一般には成り立たない．

命題1．2 u，v，R， S∈vHとする。

（1） （R-i）一i E R．

  R⊆u×vならば，（R-1）一1NR．

（2） （R A S）” N R-i n s-i．

  （Ru S）一i f： R-i u s-i．

（3） （R X S）一i f，s R-i X s-i．

  （（u × v） X R）m' 2s （v × u） X R-i．

（4） （S o R）一i Rs R一' o S-i．

（5）R⊆Sならば，R-1⊆S-1．

VからvHへの標準的な埋め込みについて，次の命題が成り立つ．

命題1．3 任意のx，y，u，v∈Vに対して，次の各式が成り立つ．
      
（1）｛m，9｝H＝｛x，ツ｝v．

      
（2） 〈x，y＞H；〈x，y＞＞．

        
（3）（u×のH＝（u×の〉．
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 同値関係・順序関係の要件となる性質は，普通の集合とまったく同

様に定義することができる。以下，u∈vHとする．

定義1．5 u上の関係Rの諸性質を次のように定義する．

（1）Rが反射的 ⇔il（∀x∈u）（xRx）ll＝1．

（2）Rが対称的  ⇔ll∀x∀y（xRy→シR釧1＝1．

（3）Rが推移的 く・⇒ll∀xVy∀z（xRy〈yRz→xRz）11＝1．

（4）Rが反対称的⇔ll∀x∀y（xRy〈yRx→xニg川＝1．

（5）Rが比較可能⇔ll（Vx∈u）（∀y∈u）（xRy V yRx）ll＝1．

 反射的・対称的・推移的な関係を同値関係といい，反射的・反対称

的・推移的な関係を順序関係という．比較可能な順序関係を，全順序

関係または線形順序関係という．全順序と区別して，一般の順序を半

順序と呼ぶこともある．

命題1．4 Rをu上の関係とする．

（1）Rが反射的⇔険∈uil≦11z'Rx11（∀x“∈vH）

       OIu［Rh
（2）Rが対称的⇔11xRy11≦11yRx11（Vx，y∈vH）

       OllxRyli ：llyRx'll （Vx，yEv”）

       oR-iER
       o R-i fs R．

（3）Rが推移的⇔ llxRyll〈11〃R・11≦ll・Rzll（∀・，・y，・・∈vH）

       oRoR［ R．
（4）Rが反対称的⇔11xRy11〈HyRxll≦11x＝yl｝（∀x，y∈vH）

        eRA R-i g 1．．

（5）Rが比較可能

     ollx E ze11Aliy E uJ11 fi｛ 11xRyllVlly-Rxll （Vx，yE VH”）

     eu× u， ［Ru R-i

     Ou×u ry Ru R-i．
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2 Hファジィ関係

 Hファジィ関係は，Hファジィ集合（［17pの特別な場合として定義

される．以下，X，y，Zを空でない普通の（クリスプ）集合とする．

定義2．1

（1）vHにおける関係をHファジィ関係という．すなわち， R∈vH

 について，あるu，v∈vHによってR⊆'u，×vとなるとき， Rを

 uとvの間のHファジィ関係と呼ぶ．

  任意のR∈vHに対して，写像

   paR ：X ×Y 一 H l 〈x；y＞ 一 11〈xiy＞V E R［1 （Vx E X， Vy E Y）

 を，集合X×Y上のRの所属関数またはメンバーシップ関数という．

（2）直積集合X×YのHファジィ部分集合をXとYの間のHファジィ

 関係という．すなわち，R∈vHについて，

   RがXとYの間のHファジィ関係く・⇒R⊆（X×y）v．

 Xとyの間のHファジィ関係をXからYへのHファジィ関係とも

呼ぶ．XとXの間のHファジィ関係をX上のHファジィ関係という．

 特にHが実数の閉区間［0，1ユの場合に，XとYの間のHファジィ関

係の所属関数が通常の（XとYの間の）ファジィ関係に相当する．次
                            
に，XとYの間のHファジィ関係がvHにおけるXとyの間の関係に

他ならないことを示す．

命題2．1 任意のR∈vHについて，次が成り立つ．
                              
（1）RがXとyの間のHファジィ関係⇔R⊆（X×Y）H．
             
（2）μR〈xツ〉＝112'R3／ li （∀x∈X，∀y∈y）・

証明．

                       
（1）命題1．3（3）より（X×y）v＝（X×Y）Hだから，明らか．

（2）命題1．3（2）より，任意のx∈X，y∈yに対して，
                                       

   μR伽〉＝II＠y＞v∈RIHI〈鋤H∈珂Hl詔叫
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 Hファジィ関係はHファジィ集合の一部であるから，ファジィ集合

についての一応の結果をそのまま当てはめることができる．

命題2．2

（1）任意の写像μ：X×Y一→Hに対して，μ；μRをみたすXとY

 の間のHファジィ関係Rが存在する．

（2）R，SがXとyの間のHファジィ関係で， Z＝（X×Y）vとすると，

   R， El S o va S pas， R tv S o paR ＝ pas，

   paRns ＝ paR A pas） ptRus ＝ ptR V pas， ptzxR ＝ 一psR・

証明． ［17］定理1，定理3，定理5を適用すればよい．

定理1 RがXとYの間のHファジィ関係で，5がyとZの間のH

ファジィ関係とすると，合成S・RはXとZの間のHファジィ関係と

なり，所属関数について次の式が成り立つ．

   μ・・R〈・・〉＝V（μR〈吻くμ・〈y・〉）（∀x∈x，∀・∈z）．

        y∈Y

証明． R，Sが条件をみたすとすると，命題2．1（1）より，
                                

   R⊆（X×Y）H， S⊆（y×Z）H．
                         
補題1．4（3），命題1．3（3）より，5・R⊆（X×Z）H＝（X×Z）〉だか

ら，命題2．1（1）より，S。RはXとZの間のHファジィ関係となる．

 次に，任意のx∈X，z∈Zに対して，命題2．1（2），補題1．4（1），命

題1．3（2）より，

                                                    
  μ5。R〈XZ＞＝ll X（SoR）ZH＝llヨUゆRv〈U5のll

   ＝llヨv E15）（飾〉∈R＜＜諺〉∈s）ll

   ＝V（ll〈吻v∈珂1〈11〈y・＞＞∈Sll）ニ〉（μR〈鋤くμ・〈y・〉）。

    y∈y                     y∈y

 この定理から，Hファジィ関係のvHにおける合成関係の所属関数

は元の関係の所属関数のmax-min合成に相当することが分かる．
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定理2 RがXとYの間のHファジィ関係とすると，逆関係R-1は

YとXの間のHファジィ関係となり，次の式が成り立つ．

   μR一・〈yx＞＝μR〈鋤（∀・“∈x，∀y∈y）・

証明． RがXとyの間のHファジィ関係とすると，命題2．1（1）より，
             
   R⊆（x×y）H．
                        
補題1．5（3），命題1．3（3）より，R-1⊆（Y×X）H＝（Y×X）〉だから，

再び命題2．1（1）より，R-1はyとXの間のHファジィ関係となる．

 次に，任意のx∈X，y∈Yに対して，命題2．1（2），補題1．5（1）より，
                                
   μR一・〈yx＞＝II Y R-1酬＝1ゆR列ト・μR〈X'y＞・

 上の二定理によって，Hファジィ関係のvHにおける合成と逆関係

はHファジィ関係になるから，それぞれHファジィ関係としての合成
                      
および逆関係と定義する．また，vHにおけるX上の関係として反射

的であるとき，X上のHファジィ関係は反射的であるという．対称的・

推移的・同値関係・順序関係などの性質についても同様に定義する．

命題2．3 集合Xの対角集合をA＝△x；｛〈xx＞；x∈X｝とする．

（1） ly． ＝（Ax）V

（2）ぜ訟9∈Xに対して噌侮y＞）一｛1

証明． 命題1．3（2），命題2．1（2）より明らか．

（x ＝ y）

（X' S Y）'

定理3 RをX上のHファジィ関係とする．

（1）Rが反射的⇔μR〈x'■'〉＝1 （Vx∈X）・

（2）Rが対称的⇔paR〈XY＞＝μR〈yx＞ （∀z'，y∈X）．

（3）Rが推移的⇔μR〈xy＞〈μR〈yz＞≦μR〈xz＞

       O V （paR〈xy＞ A ptR〈yz＞） S｛ paR〈xz＞

         yEY
（4）Rが反対称的

      く＝⇒x≠yならばμR〈xy＞〈μR〈yx＞・＝0

（5）Rが比較可能⇔μR〈ωY＞ V PSR〈yx＞＝1

（Vx，y， z E X）

  （Vx，i E X）．

    （Vx，y E X）．

（Vx，y E X）．
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証明． RがX上のHファジィ関係とすると，R⊆（X×X）Hだから，
   11uR・11-11'・Rv〈U∈N〈V∈N 111

       -V（ll x・ RY llAliu-M11〈ll・＝Y11）（∀u，・E vH）．

        x，y∈x
（1）定義1．5（1），命題2．1（2）より，

                
 Rが反射的⇔ll（∀u∈X）（ttRz‘）11＝1 （∀u∈vH）

        ⇔ll凝ll≦11 MRM 11（∀・∈x）

        ⇔μR〈xx＞＝1 （∀x∈X）．

（2）命題1．4（2），命題2．1（2）より，

 Rが対称的⇔11uRvll＝11vRu11（∀u，v∈vH）
        ⇔M 1） RY 11 ：llYRM ll（∀・，．y∈x）

        〈＝＝＝〉μR〈xy＞ ＝ ptR〈yx＞ （Vx，y E X）．

（3）命題L4（3），命題2，1（2）より，

 Rが推移的⇔IluRvll〈11vRωll≦11z‘Rωll（∀u，v，w∈vH）

  ⇔ll靹労ll〈ll YR｝ IK ll M R zV ll （vx，y，zEx）

  ⇔μR〈鋤くμR〈y・〉≦μR〈x・〉（∀x，・y，・・∈x）

  ⇔〉（μR〈鋤くμR〈y・〉）≦μR〈xz＞（v・，・∈x）．

     y∈y
（4）命題1．4（4），命題2．1（2）より，

 Rが反対称的e⇒IluR捌くllvRull≦llu＝洲 （∀u，v∈vH）

  ⇔1晦シ1囚1油あll≦llM・Yll（∀・，y∈x）

一paR〈吻くμR〈yx〉≦llx・一Y11一｛1．翻

  ⇔x≠yならば，μR〈xy＞〈μR〈yx＞＝0 （∀x，y∈X）．

（5）定義1．5（5），命題2．1（2）より，

 Rが比較可能
                      
  ⇔ll（∀u∈X）（∀v∈X）（uR・・V・vRu）ll＝1（∀u，v∈vH）

  ⇔llM∈髪ll〈Il YE3C一 11 s il M ．R Y 11 vll YRM ll （vx，yE x．）

  ⇔1諏シllVll涙あll＝1（∀・，y∈X）

  ⇔μR〈xy＞VμR〈yx＞＝1 （∀x，y∈X）．
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 この定理は，通常のファジィ同値関係が，H＝［0，1］の場合のvH

の中での同値関係の所属関数に相当することを示している．しかし，

順序および全順序の要件となる反対称的・比較可能の二つの性質につ

いて，定理（4）（5）の条件は通常の定義と見かけ上は異なっている．

 このうち，反対称的の条件は実は同じになる．なぜなら，H＝［0，1］

のとき，p〈g＝min（p， q）（∀p， q∈H）だから，定理3（4）より，

 Rが反対称的⇔x≠yならばμR侮g＞〈μR〈yx＞＝0（∀x，y∈X）

  ⇔x≠yならばmi11（paR〈XY＞，μR〈yx＞）＝0 （∀x，y∈X）

  ＜＝＞x≠yならば，PtR〈XY＞＝0またはμR〈yx＞＝0 （∀x，y∈X）

  く＝⇒paR〈XY＞＞0かつμR〈yx＞＞0ならば， x＝y （∀x，y∈X）

となり，ファジィ関連の文献（［6］［8］［14］［15］［24］）の定義と同値になる．

 他方，比較可能の条件については，様子が異なる．H；［0，1］のと

き，p＞q・＝max（p，q）（∀p， q∈H）だから，定理3（5）によって，

 Rが比較可能⇔μR〈XY＞ V paR〈yx＞＝1 （∀x，y∈X）

       く＝⇒max（paR〈XY＞， paR〈YX〉）＝1 （∀x，y∈X）

       く＝⇒PSR〈XY＞；1またはμR〈yx＞＝1 （∀x）y∈X），

 ところで，ファジィ理論の文献では，ザデー［24］以来，比較可能性

（全順序）の要件として次の条件Cを揚げている（［8］［14］）．

 C：x≠yならば，μR〈xy＞＞0またはμR〈yx＞＞0 （∀x，y∈X）．

関係Rが反射的な場合はμR〈xx＞＝1＞0（∀x∈X）だから，条件e

の前件（「x≠yならば」）を除いても同じ意味になる．そこで，一般

のHファジィ関係について，

  Rが弱比較可能⇔μR〈XY＞VμR〈yx＞＞0 （∀x，y∈X）

と定義すると，Rが反射的な場合は先の条件eと同値になる．明らか

に，比較可能な関係は弱比較可能であるが，逆は必ずしも成り立たな

い．したがって，通常のファジィ理論で定義される全順序（線形順序）

は，vllにおける全順序よりも弱く，より幅広い概念である．
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三
口糸

 前節の諸結果によって，所属関数によって定義される，普通の集合

XとYの間の通常のファジィ関係は，Hが実数の閉区間［0，1］の場合

の，集合Xとyの間のHファジィ関係の所属関数に他ならないこと

が明らかとなった．そして，ファジィ関係を直観主義的集合論のモデ

ルでの関係と解釈すると，関係の合成および逆関係，同値関係，順序

関係などが，普通の集合の場合の拡張として極めて自然に定義できる

ことが示された．

 ファジィ関係の合成については，最も一般的に用いられるmax-min合

成のほかに，min-max合成， max-product合成， min-min合成， max-

max合成などさまざまな定義が提案されている（［8］［14］［24］．［14］は

sup-min合成などと呼ぶ）．その中でmax-min合成が，本稿の自然な

解釈では普通の集合の場合とまったく同じ意味を持つことが明らかに

なった．なお，本稿では合成の順序は，ファジィ関連の文献の多くと

は逆の順で，写像の合成と同じ順になっている．

 ファジィ順序関係に関しては，普通の順序（半順序）は通常の定義

と本稿の定義が一致するが，全順序（線形順序）は比較可能性につい

てのザデー以来の通常の定義が本稿の定義よりも弱いことが示された．

 本稿のHファジィ関係の所属関数は，一般の半順序集合しに対す

るLファジィ関係（［8Dの特別な場合に当たる．写像は関係の特別な

場合であるから，ファジィ写像についても，直観主義的集合論のモデ

ルでまったく同様に自然な解釈が成り立つことが分かる．ファジィ写

像やファジィ関係によるファジィ集合の像や逆像についても，自然に

考えることができる．

 ファジィ関係の概念は，ファジィ推論 ファジィシステムなどの応

用に結び付く理論において重要な役割を果たしており，本稿の自然な

解釈が新たな可能性をもたらすことが期待される．
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前稿の訂正

 前信［17］には錯誤または印刷上の見落としによるいくつかの誤記が

あるので，主な訂正部分を以下に示す．なお，この訂正は本論の流れ

にはまったく影響しない．

1．312頁 定義1．5（1）の定義を次のように変更する．

（1）つ｛u，v｝H＝｛u，v｝， E｛u，v｝H＝Eu〈Ev，

   ｛u，v｝H（x）＝・Eu〈Ev（∀x∈｛u，v｝）・

2．同頁 定義1．5の直後の文を次のように変更する．

  上で定義された対・順序対・和集合は外延的である．

3．同頁 命題1．2（1）の式を次のように変更する，

（1）llx∈｛Ulv｝HII＝（1ゆ＝剛＞1ゆ；・ll）〈Eu〈Ev・

4．313頁定義1．6（1）の1行目を削除して次のように変更する．

 （1）D（uUv）＝Z）uUZ）v， E（uU v）＝EIL V Ev，

   （uUv）（x）＝llx∈ulMl露∈vll（∀x∈つ・・ U D・）・

5．同頁命題1．3（3）の2行目を次のように変更する．

   u＼v⊆uかつ（u＼v）∩v～φ．

6．314頁定義2．1（2）の2行目を途中から次のように変更する．

                               AがXのHファジィ部分集合く・⇒A∈vHかっA⊆x．

7．同庁 最後の2行の式を次のように変える．

   μA（・）＝llあ∈All＝V（A（・・）〈ilあ＝ulD

            u∈CDA
      ＝V（A（シ）〈ll M＝労ID＝A（Ili）＝μ（・）・

       y∈x


