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ラプラス変換の振動系，梁，積分方程式その他への応用

第5報長柱への応用(1)
                               望  月  太喜雄＊

On the Application of Laplace Transform to the Dynamical Vibrations，

      Beam Problems， lntegral Equations and etc. (No. 5)

Application to Long Columns (1)

Takio MocHizuKi

Abstract

 The method of Laplace transformation offers a powerful technique also for the cOlumm problerns. 

 This report tenders a few illustrations and the results of calculations obtained from the problems . of

uniform and nonuniform columns.  Furthermore a few results concerned with the case of columns

carrying an eccentric， oblique load are also included here. 

 In the case of nonuniform columns， j.  e. ， columns of several sections， it is very convenjent to express

equations in matrix form.  By repeated multiplication of the matrices， quantities at station n can be

expressed in terms of corresponding quantities at station O. 

1.  ま え が き

 初期値＝0の条件がラプラス変換をしてその威力を最:

も効果的に発揮せしめるということは周知の事実であ

り，従って，ラプラス変i換を導入すれば一つの統一的方

法をもって解を機械的に，容易に求め得る場合が多い. 

ところでラプラス変換を長柱に応用した文献1)2)は余り

見受けられない. Thomson氏(ミシガン大学)は一様

断面をもたない長柱(ここではn個の異る部分から成り

立つ柱の意昧)に関してその一般解をマトリクスを用い

てまとめられている。しかし個々の場合に就いてすべて

触れられている訳ではない. また偏心荷重や偏心斜荷重

を受ける場合については触れられていない. 

 筆者は本四では一様断面をもつ長柱の一般的解法，さ

らに一様断面をもたない長柱，とくに2個もしくは3個

の異る部分から成りたつ長柱が軸心圧縮荷重を受ける場

合の弾性座屈について主として計算し，偏心荷重や偏心

斜荷重を受ける場合についても計算を試みた. ここにそ

のまとめも含めてその計算例の一文を呈する次第であ

る. 

＊ 宇部工業高等専門学校機械工学科

2. 一様断面を有する長柱の一般的解法

 以下の計算において使用する記号およびその符号につ

いては第2報3)のそれに準ずるものとする. たとえ｝e P

は圧縮項，Qは勇断力， Mは曲げモーメントを示し， M

は柱の弾性曲線がy軸の負の方向に対して凸のときを正

と約束する.  (Fig. 1)

したがって

        農」絆     (1)

よってFig. 1において(任意の端末条件を許す)

    農一一る・＋姿3)一8i x (2)

 P/EI＝β2とおき(2)式をラプラス変換すると

  s2y(s)一・s・(o)一・・(・)一一β・ア(s)＋甥曾一. 晶？

一般にy(0)＝0，よって弾性曲線の補助方程式は

ア(・)一蒜農＋s、5蝶μ一5、(∫、ρ爾(3)

よって擁み曲線の式は

・(・)一ア Q・i・β・＋潔(1一…β・)

           一E-12B-3(3x-sinBx) (4)
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Fig.  '1 'iUniform column

Fig.  2 Nonuniform column

(Column of several sections)

. 」，ノ(0)，M(0)は未定の係数で両端の支持条件より直ち

に求めうるものである. 

  5. 変化断面を有する長柱の一般的解法

 変化断面を有する場合についてはThomson氏がそ

の著書1)において述べられているのでここでは主な事項

について略記することにとどめる. 

 Fig. 2(a)にn個の変化断面を有する長柱を示し，

Fig. 2(b)にそのi番目の部分を示す.  Fig. 2(b)にお

いて明らかに

  E・1農一一P(y-y、一、)＋M・一、一ex (5)

上式をラプラス変換してア(o)＝yi-1に注意すればi番

目の部分の弾性曲線の補助方程式は

  ア(s)一告㌔転・＋耶畿β再

           一耶。昌，＋β，・)(6)

              (ただし禽2ニP/E流)

よってi番目の部分の擁み曲線の式は

              Ret.  Rep.  of Ube Tech.  Coll. ， No14. 

. y(x)＝yi-i＋！ 狽窒? isin＆x＋iil. 1:Ei11ii！. 一i. 2(1-cosBix)，

         一te・hB，3(3ix-sinBix) (7)

(7)式をi回もしくは2回微分してx＝ liとおくことに

より. yi'， Miを求めうる. これらより次式を導き得る. 

t/')＝＝‘

/1si琴磐1講磐
         sinBie ・i. 
 o cosBiZi tn，・一1一: i

f
1 o 一EihBisin＆ei cosBai

k，O O O
         ×酬

    Decembee.  1971

Biei 一一一 sin＆1 i，

一 EiliBi3

 1 一cosBiei
EiliBi2

sinβ痂
Bi

1

(8)
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 (8)式を繰り返し用いることによりn番目の部分の諸元

を0番目の諸元で表わしうる. すなわち

「讐榊騰〕⑨

 上式は柱の両端の境界条件を代入することにより柱の

特性方程式を与え，これより座屈荷重を求め得る. すな

わちβの固有値が求まる. またβの固有値を代入すれば

弾性曲線y(X)は固有関数を示すことになる. 

  4. 計  算  例

 4・1断面一様な長柱が偏心斜荷重を受ける場合

 Fig. 3において柱は対称断面を有し， Pの向きは断面

の主軸方向に一致するものとし，aは偏心量を示し，柱

は僅かな擁み量δで釣合っているものとする. 

su
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  Fig.  5 Uniform column subjected to an

    eccentric， oblique load

(解) 上述の「一様断面を有する長柱の一般的解法」

を用いることにする. 

  (4)式に境界条件 ∫γ(0)＝O

          t ルf(0)＝P2e十P1(a十δ)

を代入すれば弾性曲線の式は

・(・)一塑叢＋δ)(1一…β・)一嘗(β・一・i・β・)

                 tane
   ・＝(ttanθ＋a＋δ)(1-cosβx)一                  f'一 (Bx-sinBx)

                       (10)

             宇部工業高等専門学校研究報告 第14号

           (ただしβ2＝Pl/El， Q＝＝P2)

 ⑩式にア(の＝δを代入すれば

                 tane
  6＝ (etane ＋a＋6) ( 1 一cosBC) 一                   (lle…sin Be)                 B

 cosβe＃ Oより次式を得る. すなわち

  6 ＝＝ aorgi-Bt(a一 etanecosBi 一a cosBe＋ 一1;tanosinBe)

                      (11)

したがって

   璽δ一lim.  a＋(論1趣塑
  βe→百(2n＋1)    βt→2一(2n＋1)                  ;()＜)

          (ただしn＝0，1，2，3……)

よって座屈荷重は彫＞0の最小値，すなわち第一座屈

荷重(n＝0)である故 β1＝πノ2

ところでβ2＝P1/E1 よってPiCr＝π2E1/4 /2

よって偏心斜荷重に対する座屈荷重は

          z2El
                      (12)       Pcr ＝＝          4 e2cose. 

δの値を⑩式に代入すれば富み曲線の式は

y(x) ＝ 一E一｛6Eti｛lzs B-i (tanesinBi ＋a3) ( i 一cosBx)

一tanO(Bx-sinBx)］ (13)

 結論として得たことをまとめてみると｛12)式の薩は偏心

の無い斜荷重の場合のそれと一致し，これはまた偏心垂

直荷重の場合の座屈荷重が偏心の無い場合のそれと一致

することと対応する. しかしそれぞれの場合において挑

み曲線はすべて互に異ることは言うまでもない. 

4・2変化断面を有する長柱(両端固定の場合)

  (9)式に境界条件

                     (13)    . Yn?vo＝ jvn' ＝＝ yo'＝ O

を代入すると(Fig. 4)

［碁一構

｛
1
;
嵯

(14)

 同次方程式においてMo＝9＝＝ o以外の根をもつた

めには

        IAi3 Ai4［＝O (15)

        lA23A24     (特性方程式)

勿論Mo＝(～＝ O のときはa4)式は成立しかつすべての

値はゼロで当然ア(κ)もゼロ. これは柱が真直な状態で

の釣合を示すが(15)式はルto?＝0以外にも釣合の状

態が，すなわち柱が擁んだ状態での釣合が存在すること

を示す. 

「「召 禾0 46 t・r＿ 12 Jl
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   Fig.  4 Nonuniform column with both

    ends fixed

  (i)n＝1の場合

㈲式より

一Eilt711｝7ii-4112314(1-cosBl11)2

   ＋t一，h2Bi4sinigiti(Biei-sinBiti)＝o

  cos(βi！1/2)キ0より座屈方程式は

     ・i・β夢'(・anβ夢'一学)一・ (16)

よって

     .  Blll                    Blel                 Blel
     sln n2一＝O   o「 tan了＝''2一

βlti＞0の最小値は夫々β1！1＝ 2πorβ111＝8. 9868

＞2πまたβ12＝P/El 11，よって座屈荷重(固有値)

は

         4π2E】ノ1                        (17)      Pcr＝          e12

                Res. 

  (ii)n＝＝2場合

   (8)および(14式に代入して

島/-

   c/

    sinB2h 1-cosi？2e2 192e2-sinB2e2
  1  -af， '' tE57tiE5S‘， '，S   一''E'twt  23

(6，. g，2，，， l12‘2ZinLl，ln''，g，，2，一一Ci/Sliii］ilil，oiiBi;一e2

0-E212B2sinB2t2 cosB2e？ 一Si/ln a-BQ2e2

  0   0 0      1

1sid11飼云譜鉾一β1醤1暑薯1！1「

・…β・t・叢'一1謂ち！1
. 

/:一∵ ∵一響

         ・臥(18)

(15)式に代入して計算すれば座屈方程式は

2cosBiticosB2i2 一BL1一:2 奄Tiiigl;SBB222sinis？iiisinB2e2一 i

Rep.  of Ube Tech.  Coll. ， No. 14

                  ＋(Ci＋t？)

×(β1sinβ1！lcosβlh＋β2sinβ. 2！2cosβ1！1)＝0

                     (19)

2一β w22・anβ…t・・β・e・一・ecβ・C・secβ・e・＋(Ci＋e・)

   ×(BitanBiei＋B2tanB2h) ＝＝ O (20)

         (ただしβ1 ＝P/El 11，β2＝P/］E2 i2)

よってEl， E2， Il，12，！1，12を与えれば座屈荷重

(駕＞0における最小値すなわち第一座屈)Pcγを求め

得る. 

  (iii)n＝3の場合

   (8)および〔14＞式に代入して

    o

    o

    M3

    e

   December， 1971
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×

sinB3e3

cosB3t3

-E313B3sinB3e3

   0

1， 一，

o， 一，

oi

o， o

( 1 一一一cosB3e3)/(E313B32)

sinB3t3/(E313B3)

cosB3e3

  0

＝93鑑翻:ll畿禽l13)/

:ski｛iiglgil，U/''BP，''''U''NL''uioHo i J

      1

1-cosBitl .  sinBlel .  A .  .  cosi9111

 El llB12

SinBlel fi .  .  SinB2de2
Eiitiii5-i一'icos3212＋'1一一'f't25SeosBiei

 石'212β2 .      . 

h- d' 狽撃撃狽汲狽撃唐奄獅alelsinB2e2＋cosBlelcosB2e2

             0

＋E、1、β、β2si・β・e・＋E，1。B22(卜…β・e・)・

'

一(β1 w言外1！1)一謡鵠，(1一…β・t・)一(謡贈)・i・β・津髪讃「

器難(1一…β・t・)一S董薯轟1詳2！2一號嚢2！2

芸lll鐸q一…β・ω・i・β…一素・i・β・t・C・・β・e・一毒・i・β…

                      1

                       0

                       0

                     ×1 . .  i (21)
                       Mo

                       e

 ㈲式に代入して計算すれば座屈方程式は

                    B12＋B22
2 secBlll sec32e2 seeB3e3 一一 1 一                     k'itnZE一＝一)' 一 tanBtei tanB212 secBiei seeB2e2 secB3e3

              B‘22＋B32
-tan2Biei tan2B212 一              i5iti？5E;''＝一k3' V tanB2e？ tanB3es secB2t2 secB3e3'sec3111-tan2B2t2 tan2B3e3

一一

@llkt:XZ｛｝2; ＋3332tanBiei tanB3e3 secBiei secB2e2 secB3e3-tan2Biti tan2B3t3＋13it;？E 32Eli B-2B22tan2B3e3

×tanβi！i tartβ2！2-SeC2βlll seC2β2t2 SeC2β313＋(ll＋！2＋！3)β1 Secβ111

×SeCβ212 SeCβ3！3 tanβt！i-tan2βi11＋(ll＋t2＋！3)β2 secβ11i seCβ2t2

×・eCb・e…nβ・e・一・・n・β・e・一(・・＋t・＋e・)讐3・・nβ・e. ・tanβ・e・・anβ・t・

xsecBlel secB2e2 secB3e3-tan2Bltl tan2B2C2 tan2B3C3十(ll＋12＋13)

xB3 tanBiei tanB2t2 tan233e3 secBiei seeB？C2-tan2R3C3

                    -O (22)

 4・5偏心斜荷重を受ける変化断面を有する長柱          Y2、  1 A12 Aユ3 A14'

               (一端固定，他端自由の場合)        Y2'   O A22 A23 A24

 Fig. 5(微小挑みδで釣合っているものとする)に        'Pla   O A32 A33 Aen

おいて境界条件は                         G    O O O  1

     ア。＝ア。'＝0  (23) M2＝Pia  (24)    よって Pia＝A33Mo十A34(～   (26)

(9)式に代入すると                   ところで Mo＝P21＋Pl(a＋δ)， G＝P2

                    宇部. 工業高等専門学校研究報告 第14号 昭和46年12月
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Fig.  5 Nonuniform column subjected

  to an eccentric， oblique load

   ⑳を㈱式に代入してδを計算すれば

  6＝｛(a-A34tane)/A33｝一ltane-a (28)

また

 A33＝一(β1/β2)Sinβ1！l Sinβ2！2＋COSβih COSβ2！2

 A34＝ 一 ( 1 IB2) ( 1 一cosBih)sinB？e2

    一( 1 /Bi)sinBih cosB2e2一( 1 /B2)sinB2e2

A32， A34をes)式に代入すれば

偏心に無関係になることと対応する. 

む  す  び

 柱の聞題の場合，短柱を除いて，すべて柱が曲った状

態で釣合条件式を作らねばならない. そうすると問題は

線形性を失い，非線形となり，フックの法則が成立する

弾性体であっても前報まで用いた重ね合せの原理が成立

しなくなることは，極めて重要なことである. 

 次に以上の計算より結論として得たことを列挙する. 

1)断面一様でない長柱(両端回転端，両端固定，一端

 固定・他端回転端，一端固定・他端自由)に関して，

 n＝ 2一一3に対する座屈方程式を求めることができ

 た. 

(両端回転端および一端固定・他端自由の場合のn＝2

に対する座屈方程式に就いては既にThomson氏およ

びTimoshenko氏により夫々の解が明らかにされてい

るが，本丁の解はそれらの解と一致した. )

2)数個の部分より成る断面…様でない長柱の場合も断

 面一様の柱の場合と同様，座屈荷重は偏心の有無に無

 関係になることが分った. もちろん擁みの生ずる状態

 は偏心の有無により大いに異ることはいうまでもな

 い. 筆者の計算したその他のものをTable 1に示

 す. n＝1に対する解は既に明らかであるが比較のた

 めに載せることにした. 

 また，その他の文献の中で特に本題に対して種々の有

益なるヒント内至アドバイスを受けた文献図書名3)へ6)を

ここに挙げておく次第である. 

a＋｛(1/β2)(1-cosβ111)sinβ2！2＋(1/β1)sinβih cosβ2C2＋(1/β2)sinβ212｝tanθ

        参 考 丈 献

1) W.  T.  Thomson; 一''tLaplace Transformation''

               p. 115，)ヒL善， (1962
6＝＝

tant/B-b)sinBi/i s ini9212＋cosB i e i cosB2e2

             -etane-a

よって

  分母＝一(β1/β2)sinβi汐isinβ2/2＋cosβ111 cosβ2/2＝0

のとき，すなわち

   tan3iCi tanB2t2?92/Bi (30)
のときはδは・r・になる.  (ただしcosβi！i cosβ212 ・￥ O，

カ〉つcosβ1ei cosβ2！2一(β1/β2)sinβ161 sinβ2！2＞0)

 よって⑳式より求まる座屈荷重相当値(第1座屈＞Pl

にsecθを乗じた値がn＝2の場合の偏心;斜荷重を受け

る変化断面長柱の座屈荷重となる. またこれはn・＝ 2の

変化断面を有する長柱が軸心斜荷重を受ける場合のそれ

と一致する. すなわちn＝1の場合と同様，座屈荷重は

              2)小井土正六;，Ct材
    (29)
               料力学演習''，p. 

189，学二三， (1963)

3) S.  Timoshenko; ''''Strength of 一Materjals'' ，

Vol.  ll， p.  160， D.  Van Nostrand Co. ， (1956)

4)平修二;璽現代材料力学''，p. 176，オーtム社，

 (1970)

5)丹羽義次外共著;で構造力学''，Vol. 1，P. 258

 (1966)

6)チモシエンコ;tt. 座屈理論''，p. 89，コロナ社，

 (1953)

(昭和46年9月20日受理)
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Table 1 Critical load equation of nonuniform columns. 

Type of the I

columns

Pinned ends

One end

 fixed，

the other

 pinned

One end

 fixed， the

other free

Form
Character-
  istic

equatlon

P

iii

?
i

o
B
'

M
n
e
，
l

e
t
，

 Ui

    y

Mo

P

A12＝A32

 一＝ o

Q
e
i
，

ら

ρ

-
Q
P
M

0

P

亀
ら

2

Mしo

A13 A14

A''‘3 A31

   ＝o

1

A33 ＝: O

Crictical load equation

n＝1

n＝＝ 2

n＝＝ 3

n＝＝ 1

n＝＝ 2

n＝＝ 1

n＝＝ 2

n＝3

sin Blel ＝＝ O

tan Biti tan B2e2

  Bi M B2

(Thomson)

素・・nβ・！・＋毒・anβ・！・

     ＋一1;rttan B3t3

-dt7i｝｛iZ3tan Biei tan B？e2 tan B3i'3＝ o

tan Bili＝Bili

L2;7ttan BIC1＋';rttan B212

＋農(e・＋・・)・・nβ・・1・t・nβ・t・

   ＋(el＋e2)＝0

cos BIC」 ＝ O

tan Biei tan B2C2 ＝B2/Bi

    (Timoshenko， Vol.  ll)

 Bl
 '2'｝3;tan Biei tan B3t2

＋ 一堰C''tan B313(Bltan Bill＋B2:tanB2e2)

    一1 ＝＝ O

(ただしβi＝P/Eili)
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