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中央値絶対偏差を用いた分散の関係式の導出(別法)

         一癖二乗和の分解を用いた演習問題として一

松浦利治''

Deduction ofVariances Relation Expression

with Median Absolute Deviation

Square Sum Analysis S olution

To shiharu MAT S UURA

Abstract: Let n dataκ1，κ2，…，κn be O＜κ1≦κ2≦…≦κn≦κn ≦…≦κn(n is even).  Minimize the fUnction
                                    一    一＋1
                                    2    2

                                           x: 十x:
                                            η.      η.                                                     
9(κ)一1κ・一κ1＋1κ2一κ1＋…＋1κバκ1・then we getκ一med-222・median・Minimum value

g(mθ(Z)ニ1κ1-mθ(Zl＋1κ2-mθ(Z l＋…＋1κn-mθ(Z lニη・(Z. We call d Median Absolute Deviation.  Letμandσ2 be

the mean and variance， respectivel》～of n data. x:1，. x:2，…，. x:n. Letμ五 andσ2 be the mean and variance， respectivel》～of lower

group， n/2 data. x:1，. x:2，…，. x:n. Letμσandσ多 be the mean and variance， respectivel》～of upper group， n/2 data. x:n
                                                                ，●●●，x:η. ・
               一                                                                        一＋1
               2                                                                      2

                                    
Thenwe kn・wwe getμ五一μ一¢μσ一μ＋d・σ2一σ五 x'u＋d2・ln this paper・ we deduce this ・2 expressi・nby analysis

of square sum of n data. x:1，. x:2，…，. x:n. 
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1. はじめに

 データの代表値と散布度として、普通、平均と分散(あ

るいはその正の平方根である標準偏差)が用いられるが、

これらは2次のノルムの世界のことであると考えると、

(2008年11，月28日受理)
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1次のノルムの世界では何がいえるか、というのがここで

の関心事である。

  n個のデータをκ1，κ2，…，Xnとする。関数

f(κ)ニ(κ1一κ)2＋(κ2一κ)2＋…＋(Xn一κ)2を最小にする

κの値が平均μ、その最小値がn・σ2(σ2:分散)であ

る。

 関数g(κ)ニ1x，一κ1＋1x，一κ1＋…＋lxn一κ1を最小にす
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るκの値は中央値(メディアンmedian)であることは知

られている。そのときの最小値をn・dとする。中央値

medより小さい値(より正確には大きくない値)のグル

ープの平均と分散をそれぞれμ五、σ五2、中央値medより

大きい値(より正確には小さくない値)のグルーフ. の平均

と分散をそれぞれμσ、σσ2とすると、
μ五二μ一(z，μσニμ＋(z ， μニμ五＋(z ， μニμσ一(z ，

μニ'UL＋μσとなることを、以前の研究報告1)で報告し、

   2

            
さらに、σ2ニσ五＋σσ＋d2となることを、前回の研究報

        2

告2)で報告した。

 今回は、前回と異なったやり方でこの分散の関係式を導

く。

2. 中央値絶対偏差を用いた分散の表現の導出

2. 1 前提条件

 前回の研究報告2)でも述べたことであるが、本質的でな

い煩雑な議論を避けるため、以下の諸条件を設ける。

 ηを偶数とする。

 n個のデータをκ1，κ2，…，κn，κn，…，κnとし、さらに
             一  一＋1
             2  2

0＜κ1≦κ2≦…≦κn≦κn ≦…≦κn
         一    一＋1
         2    2

とする。

 関数g(κ)を次のようにする。

9(κ)一IX、一xl＋1X，一xl＋…＋IXバxl

medを中央値(メディアン)とする。 nは偶数だから

   . Xl: 十. Xl:
    η.      η. 
         ホ 
me(Zニ 2  2
     2

 上記関数g(κ)を最小にするκの値はメディアンである

ことが知られている。よって

g(κ)の最小値を次のようにおく。

9(mθ(Z)ニ1κ1-mθ(Zl＋1κ2-mθ(Zl＋… ＋1κn-mθ(Zl

    ＝n・d

 dを中央値絶対偏差(MediAD(Median Absolute

Deviation))ということにしている。

2. 2 中央値絶対偏差を用いた平均と分散の

     表現

 そうすると以上のような条件のもとで、既に報告したこ

とではあるが、以下の議論のために、まとめてここに再掲

する。

平均μをμ一⊥外、

        ni＝1

分散σ2をσ2一⊥£(X一μ)2

         ni＝1

下位グルーフ. について、

平均(lower meanとでも名付けるべきか)μ五を

     丑
μ五一⊥重・i

   9:i

           丑
分散σ五2をσ五2一説(X一，LtL )2

          雪何

上位グルーフ. について、

平均(upper meanとでも名付けるべきか)μσを

μσ一
?茶ﾈ∫

     i＝丑＋1
    2 2

分EX( ・u2を・u2一÷＃(Xi 一 ，Ltu )2

           i＝＿＋1
          2 2

とすると、

 μニμ五＋(z

 μニμσ一(z

   μ五＋μσ
 μニ
    2

         
μ2一μ五＋μσ一d2

     2

         
 σ2一σ五＋σσ＋d2

     2

が成り立つ。
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2. 3 全二乗和の分解を用いた分散の関係式

      の導出

 ここでの目的は、全二乗和を分解するというやり方で、

                
分散の関係式σ2ニσ五＋σσ＋d2を導き出すことである。
            2

 表記を見やすくするために、下位グルーフ. のデータの個

数をη五、上位グルーフ. のデータの個数をησとすると、

       れ
 η五二ησ二百

 データの総和を考える。

      丑
   れ             れ

  Σx，一Σx，＋Σx，
  i＝l   i＝l   i＝丑＋1

           2

  ところで、

  μ一⊥外より外一ημ
     ni＝1      i＝1

       アと           アと

μ五一
ｨよりか号μ五一η五μ五

     2

μσ一
xκ∫より牟κ∫一号μσ一ησμσ

             i＝＿＋1       i＝＿＋1
      2 2     2

 よって ημニnLPtL＋ηuμσ

  次にデータの2乗の和(全2乗和)を考える。

       丑
   れ               れ

  ΣX2，一Σκ2，＋ΣX2，
  i＝1    i＝1    i＝丑＋1

            2

  ところで、

σ2一⊥£(Xi 一 ，u)2より

    ni＝1

 nσ2一Σ(κ一μ)2

     i＝1

     アと           アと       アと

   一Σx2，一2，LtΣ x，＋Σμ2

    i＝1          i＝1      i＝1

   一Σx2，一2ημ2＋ημ2

    i＝1

   一Σx2，一ημ2

    i＝1

 よって ΣX2，一ημ2＋nσ2-n(μ2＋σ2)

     i＝1

 同様に

 号

 Σκ2，一nL(μ呈＋σ盆)

 i＝1

Σx2，一nσ(μ多＋σ多)

i-
撃沿? i

 よって

n(pt2 ＋ 02)一 n，(pt2 ＋ 02)＋ nu(di ＋ og)

ここでη五一ησ一 ?ﾅあるから

n(μ2＋σ2)一 ?μ呈＋σ2)＋号(μ多＋σ9)

よって

 2(μ2＋σ2)ニ(μ盆＋σ2)＋(μ多＋σ多)

 ところで、

  μニμ五＋(Z より μ五二μ一(Z

  μニμσ一(Z より μσニμ＋(Z

 であるから、これらを代入すると

 2(μ2＋σ2)ニ(μ一d)2＋σ2＋(μ＋d)2＋σ3

       ニ2μ2＋2(Z2＋σ2＋σ多

よって 2σ2ニ2(Z2＋σ盆＋σ多

            
 . ・. σ2一σ五＋σσ＋d2

        2

3. 全二乗和の分解に関する一考察

(1)私は以前に偏差の二乗和について考察したことがあ

る3)が、全二乗和は何を表しているか。エネルギーである

と考える。(数学の議論に物理の概念を持ち込むのはよく

ないかもしれないが。) 種々の各要因のエネルギーの総

和が全二乗和である。これはエネルギーの加法卜生による。

(2)逆に全二乗和を各要因のエネルギーに分解すること

により、全エネルギー＝全二乗和に対する各要因の貢献度

がわかる。(全二乗和を分散＝残差平方和とした分解が分

散分析である。)

(3)エネルギーの加法1生に基づく評価により、設計した



28 宇部工業高等専門学校研究報告 第55号 平成21年3月

ものの良し悪しがわかる。

(4)一方、機能とはエネルギー変換であるとすると、

エネルギーが効率よく(無駄が少なく)変換されるのが良

い設計ということになる。

(5)また、環境に関する要因の貢献度が小さいとすれば、

環境が多少変動しても、機能にはあまり影響しないことを

意味し、安定性が高い、頑健であることを意味する。

(6)このように、エネルギーの加法性に基づく分解、全

二乗和の分解を活用することにより、技術開発、良い設計

が可能になると考えられる。こういうことが、タグチメソ

ッド4)5)の基本思想であると解釈できよう。

(7)ところで、私は平均に対して、単に、すべてのデー

タが同じ値であったとしたときのその値という感覚を持

っている。データにバラツキが全くなかったとしたらその

値は？ということである。関数

  f(X) ＝ (Xi 一 X)2 ＋ (X2 一 X)2 ＋'''＋ (xn 一 x)2

を最小にするκの値を求めようという意識はない。

 バラツキが全くないとした値と、上記評価関数を最小に

するような、バラツキ最小の値とは、感覚的には別物であ

ると受け取っている。

 中央値(メディアンmedian)にしても、我々は関数

g(κ)ニ1x，一xl＋1x，一xl＋…＋lxn-xlを最小にするκの

値、ということを意識して、中央値を使っているわけでは

ない。単に大きさの順番が真中のデータの値ということで

ある。

 平均がたまたま、偏差の二乗和を最小にする値であるこ

とから、偏差の二乗和を小さくすること、分解することが

意味あることになるのであろう。偏差の二乗和を小さくす

ることから、例えば最小二乗法が提案されるのであろう。

 よってデータの二乗和を分解することが意味あること

になる。そして全二乗和の分解は一般的な方法となる。

4. おわりに

 全二乗和を分解するというやり方で、分散の関係式

        
σ2ニσ五＋σσ＋d2を導き出した。さらに全二乗和の分解

    2

に関する一つの考え方を述べた。全二乗和の分解にはもっ

と深い意味がありそうであるが、今後の課題とする。
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