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ラプラス変換の振動系，梁，積分方程式

その他への応用

第4報梁の横振動への応用(丑)

望 月 太喜雄＊

On the Application of Laplace Transform to the Dynamical Vibrations，

Beam Problems， lntegral Equations and etc.  (No. 4)

Transverse Vibration of Beams (ll)

Takio MocHizuKi

Abstract

 Continued from the 3 rd report this offers a few illustrations and the results of calculations

obtained from problems of the transverse vibration of basic'beams (simple beam， cantilever， rfixed

beam) subjected to uniformly djstributed loads and couples such as a periodic load wosintot， an

impulsive one Mouノ(t)， and a rapid one Mo u(t)and so forth. 

 passing all the calculations of residues (Report No・3， No・4) in review， one of the most important

results acquired is the fact that no double polegL appeared through these calculatiQns. 

  1. ま え が き

 ラプラス変換の梁の横振動への応用については罪報に

も述た如くChurcill氏(ミシガン大学)1)♪Thomson

氏(カリブォルニア大学)2)，亘理氏(東京大学)3)等に

より，種々の解が求められているが，分布荷重や集中モ

ーメント等が梁に加わる場合については触れられていな

い.  また梁に急速荷重，例えば急速集中モーメント

M・u(t)等が加わる場合についても触れられていない・

 筆者はThomson氏の解法に従い，ユニットステッ

プ，ユニットインパルスおよびユニットダブレット関数

を用いて，上記の著書1)2)3)には触れられていない不静定

梁の場合も取り上げ，非定常項も含めた完全解を求める

ことを試みた. 

 本報は前報に続いて，両端自由支持，片持，両端固定

梁の3つの場合に対して，等分布荷重，集中モーメント

＊宇部工業高等専門学校機械教室

が周期的荷重 (w・sinωt， M・sinωt)，衝撃的荷重

(wou！(t)， Mou！(t))，急速:荷重(wou(t)， Mou(t)

の形で夫々加わる場合の計算結果である. 

以上の場合のまとめも含めてここにその計算例の一文

を呈する次第である. 

y (十〉

2. 計 算 例

(1)両端固定梁が周期的等分布荷重w。sinωtを

   受ける場合(非定常状態も含めた完全解)

       wo sin cot/1
＞. x. 一一＝一＝. ＝＝＝. . . . . 8＝＝s. ?'. . ?'yR-svsuuL

Fig.  1
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 (解)Fig. 1より荷重関数は

    f(X2 t)＝＝一w。 u(X)sinω'

        ＝一Wo F(t)         (1・1)

最初，梁は静止の状態にあり，弾性曲線は直線であると

仮定すると初期条件は

             ノ       ァ(x，0)＝yt(Xe O)＝0       『(1 ●2)

             ノ
境界条件は｛;ll'綴1で1＝1 ::2;

(1・1)，(1・3)，(1・4)式をtについてラプラス変i換

すると

    ノてXs s)＝一Wo F(s)       (1・5)

          ノ    ァ(0， s)＝ラ＝x(0， s)＝＝0       (1●6)

          ノ    ア(1，s)＝＝Yx(1，s)＝0    (1・7)

(1・2)式を第3報4)，(2・3)式に代入すると

  奴…)一俊｛・・u・(x)＋・・α)｝＋繰15)

             ＿ WoF(s)
             一   E' 一    (1・8)

(1・6)，(1・8)式を第3報，(2・6)式に代入すると

  y(x・一s)一豊翻∫1｛・i・hβ(・一ξ)

  一・i・β(・一ξ)｝dξ＋k・，yl(・es)(…hβ・一…β・)

  ＋ラ塀∬'(…)(・1・乃β・一・i・β・)

太喜雄

しかるに∫1｛・i・hβ(・一ξ)一・i・β(X一ξ)｝4ξ一

            一7( 2 一cosh3x-cos''Bx)

よってア(・，一s)弓灘｝(・一…hB・一…β・)

        ＋A(coshBx-cosBx)

        ＋B(sinhBx-sinBx)''‘(1 .  9)

(        1 ''ただし A＝2β2翅(0)，B一二、ア∬'(・・s))

境界条件ア(1，s)＝滋(1， s)＝0よりA， Bを決定す

ると次の補助方程式を得る. 

ア(x，一s)一期)・、一、i繍、。、窃一(1…)

ただし  (2(β)＝(2-coshβx-cosβx)(1-coshβlcosβ1)

   ＋ (sinhBlsinB！， ，一，，，s)oshBl＋cosBl) (coshBx 一 cosB x)

   ＋(sinhβ1＋sinβ1-coshβlsinβ1-sinhβlcosβ1)

               .  (sinhBx-sinBx)

             (ただしβ4＝一ms2/E1)

罐事鰹霧犠繍騨難呈る岬
謙FO)＝'1sin 酬碗(1'10)式

                Res.  Rep.  of Ube Tech.  Col

ア(x， s)一粘、・S。旱。、・β。(、一書鵠，、。，β1)

                    一(1・11)

  ところで鴉β。(、一盛，、。、β，)一定数判

 よってs＝0(β・・O)は(1・11)式の極とはなり得ない. 

 極はs2＋ω2＝0よりs・＝＝±'ω   一(1・12)

 およびcoshβICOSβ1＝1より求まる. この特性方程

式の根βをγnで表わすと

  γ11ニ＝4. 730， γ21＝＝7. 853， γ31 ＝＝ 10. 996，… 。・・

ところで

β・一一響よって・一±与β・一町・一

                 ?ihγn2＝平itOn

 (ただしh2 ・＝ EI/m，ωη?'γn2， coshγnlcosγnl・＝1)

 よって極は，Sn＝±itUn(n・＝1，2，……)一(1・13)

ところで一般に関数f(t)のラプラス変換丁(s)の逆変

換はFourier-Mellin複素反転積分(Bromwich積分)

になり，またそれは結:果的にはest f(s)の留数の級数

展開となる. すなわち

        γ十tco
・(・・')一面r・ワ(い)d・一翻…ア(い)d・

     脚日脚   r-tco                  γ一＞oo

              
  ＝ΣR＝res｛ア，±'ω｝＋Σres｛ア，±itOn｝一(1・14)

             n・＝1
       サ                                                 サ

(ただしRはesty(x，s)の留数:，かつlimiア(XeS)1＝O，
                  γ→O
 s＝reiθニ＝γ十'λ)

 極はすべて単極であるから，これらの極に対する留数

は
  ・e・｛y・±i・｝一〔4，. 一11-EIC s？estBノ(S)〕，. ±，iω

   ＿  w・e(γ・)  、i。、、t・＿(・・15)
    2Elγ04(1-COshγolcOSγol)

(ただしア(X，S)＝＝A(S)/B(S)， B(S)＝S2十ω2，γ02

                 ＝ω/乃，乃2＝E1/〃1)

・e・｛瓦'・n｝一〔、:;/h］3。・s，f。、・紹・e・・)、。・ton

         (ただしB(s)＝1-coshβlcosβ1)

  w。ω乃 1  『e(γ。)eiWnt ＿
 ＝」E1γπ惑'ω2一ωη2●1(Sin乃γ賃1CC Sγη'一COS乃γ伽1Sinγη1)i

         (itUnに対してはdβ/ds ＝＝ i/ 2 hβ)

・e・｛ヲ，一'・・ト岩鶏、・ω，差。r、2

               G(γn)e7itUnt
           '7(gtiiiMJ I766inhrnlcosrnl-coS'hrnlsinrnl)i

    ア(Xet)       ''      層 '

     ＝一2一］tllilsJ6-4;4'一i＝一iil｝21XEi6siJizcosXOIcosroi sintut. 

   ＋2離斗汐(。漏・ ・
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    ・si。妬1器部面1、i。，nt一(…6)

  (ただしh2＝ E1/〃17γ02＝ω/h，γn2＝ωη/h，

        coshrnlcosrnl＝ 1， n＝＝ 1 ， 2 ，. … . ・)

 第3報の例(1)に示した如く，第1項はsinω'に比例

している故，周期は外力と等しく，所謂，梁の強制振動

を示す定常状態における解である. 第2項の級数は梁の

自由振動を表わすが，実際には材料の分子間の内部摩擦

等の抵抗のため時間と共に減衰することは式を検討すれ

ば結論しうる. 梁の固有振動数はωη(n＝＝ 1，2，……)

で梁はω＝ωπのとき・共振を生じ第1項，第2項共，振

巾が増大する. 

(2)両端支持梁が衝撃的集中モーメント

  Mou！(t)を受ける場合

《…     κ

 M。u'(t)

A》

A
K

⊥ノ    ll
α

'
 
/
 
 
 
 
 
 
 
〉
 
冒く

                    Fig，2

 (解)Fig。2より荷重関数は

    ノてx，t)＝ Mou''(λ:一a)uノ(の

        ＝ルlou''(x-a)F(t)     一(2●1)

             ノ  初期条件y(x，0)＝yt(x，0)＝0 一(2・，2)

             ク  境界条件ア(O ，t)三白(0，t)＝0 一(2・3)

             ケ       ア(1， ')＝Yx (1， ')＝0  一(2●4)

それぞれラプラス変i換すると

    f(x， s)＝Mou''(x-a)F(s)   一(2●5)
          ケ                                                   ド

    ア(0， s)＝ア躍(0， s)＝0      一(2●6)

    ヘ                   ケ

    ァ(1， s)＝ア訟(1， 5)＝0        一(2●7)

また

    一    Mo    ＿
    φ(x・・)一｝E1・''(x一・)F(・) 一(2・8)

前問と同様に第3報，(2・6)式に代入すると

y(・，一S)一芸翻ll〆(ξ一a)｛・i・hβ(X一ξ)

                 一sinβ(X一ξ)｝4ξ

   ＋A(Sinhβx＋Sinβτ)＋B(SinhβX-Sinβx)

        コノ                      ノノノ
   (ただしA＝y(O，s)/2 B，B＝・ Yx(O，s)/2β3)

  ロ ゆ  1。δ(n)(ξ一a)ψ(ξ)4ξ一(一・)・ψ…(・)より

         (ただしa≦≦x≦;a＋T)

y(X，一S)一罪留｛…乃βα一の一・β(・一・)｝・(X一の

  ＋ノ1(sinhβx＋sinβx)＋B(sinhβx-sinβx) 一4(2●9)

          ケ境界条件ア(1，s)＝乖(1， s)＝0よりA， Bを決定

し，F(s)一1を代入すれば

宇部工業高等専門学咬研究報告

  ア(x・一s)一高、・β，、i害織i。β1 t・ 一一一一(・…)

ただし e(β)＝｛coshβ(X-a)一COSβ(X-a)｝

   ●SinhβISinβlu(X-a)＋COSβ(1-a)SinhβISinβX

    -coshβ(1-a)sinβlsinhβx

 前問と同様に

 s＝O (β＝0)は (2・10)式の極とはなり得な

 い. 極はsinhβ'sinβ'＝0よりβ＝一inπ/l，β＝nπノ1

 よって極は

    sn＝±hβ2/i＝±in2π2h/12」＝±itOn ・一一(2・11)

 (ただしh2ニEI/m， tOn ＝＝'n2π2h/12， n＝'1，2，…)

よって極±'ωπに対する留数を求め，それらの和の逆変

換がン(X， t)になる.  すなわち

         γ十ieo
・(切一夕∫灌(ち繭一馬齢(ちの必

         の
    ＝ΣR＝Σres｛ア，±itUn｝  ・・一(2・ユ2)
        n-1

 極はすべて単極であるから

・e・｛y，'岨鵡び・玉。、。ガ〔M，e(B2 EIB 2)・誌〕、. ω，

 (ただしア(x，s)＝A(s)/B(s)， B(s)＝sinhBlsinβ1)

よって・e・｛ア，i''L3i':lk22h｝

                れ だヨん
    ル励  ηπα. ηπ 乞，，‘
  ＝一E］tiMlinni●COS7-Sln 7 x e

   ・e・｛瓦一'〃劉

    M。h 加. nπ 一・撃・
T:E扁●COS l Sln■一xe

，(・， t)一一饗嵩COS≠α

    J .  nn .  n2z2h
    . sin'1''xsin'P''2''t 一一一(2. 13)

     (ただし h2＝EI/mp n＝1，2，…・・う

/
/
ワ

/
/
汐

＜5      . κ         ＞

j /

(3)片持梁が急速集中モーメントMou(t)

  を受ける場合

                   Mou(t)

                 Fig.  3

 (解)Fjg. 3より荷重関数は

     f( x， t) ＝＝ Mo u''(x-1) u(t)

        ＝ Mo u''(x-1) F(t) ＝＝ O 一一(3 .  1)

              (': x〈1)
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             ノ  初期条件は ア(x，0)＝ア‘(x， O)±O一一(3・2)

             ノ  境界条件は ア(O ，t)＝ル(0，t)＝0 一(3 t 3)

        ア;(1，t)一一砦F(t)一(3・4)

         ノノノ        Yx(1， t)＝0      一(3・5)

(3・1)，(3・3)，(3・4)，(3・5)式をラプラス変

換すると

  ノ(Xp s)＝0              一(3・6)

       ノ  ア(o，s)＝死(0， s)＝0   一(3・7)

  ア淫(1，・)一一留戸(s)  一(3・8)

   ノノノ
  アx(らs)＝0        一(3・9)

これらよりr(・，一s)脇〔・〃・ω＋・・(x)〕

      ＋弩i丹)一〇   ・一(3・・0)

. ● C ア(xp s)＝A(COShβX-COSβ. X)＋B(Sinhβx一一SinβX)

                    一(3・11)
        ク                                 ノノノ

 (ただしA＝Yx(0，s)/2β2，B＝＝Yx(0，s)12β3)

                     コ茜(1， s)一撃ア(s)， yl''(i， s)一・よりA， Bを

決定すると補助方程式は

  ア(x， s)一一響9叢留

    (COShβ1＋COSβ1)(COShβX-COSβX)

   ●

太喜雄

                    一一一(3 ・ 12)
        1 ＋coshBlcosBI

              (B4 ＝ 一ms2/EI)

(3・12)式は任意形式の時間関数F(t) の集中モー

メントを受ける場合の横振動補助方程式を与える. 

ここで先ずF(t)＝u'(t)とおくとF(s)＝1。よって

  ア(Xe・)一一舞1

    (coshBt＋cosBl)(coshBx-cosBx)
                    一く3・13)
       B2( 1 ＋cosltBtcosBt)

変換を求めると

y(x・t)一丁∫;ll塞y(x・s)ds一寸ヂ認・フ(x・s)ds

        
   ＝ΣR＝Σres｛ア，±itOn｝    一(3・15)
       n-1      ・

 極はすべて単極であるから，これらに対する素数は

  ・e・伽・｝一〔鑑…〕、。、ωn

         一〔  Mo 9(β   へ    2 E1 β2)・菱｛、)〕、. ・ωn

   ルゴ「oh          (～(γn) ei tUnt

一EII● ﾁn(Sinhγ。ICOsγ。t-CoShr。ISinγ・1)・'

  (s＝一hβ2/'?tOn より dβ/ds＝一i/2βh)

・' ?刀oア，一itU・｝

   ルloh        '   (～(γn) e-itUnt

   ＝＝一一Eltt'7;. 1一(liiii711M66(sinhrnlcosrnl-coShrnlsinrnl)'i

     (s?'β2/i＝一itUn より dβ/dsニ・i/2βh)

よって/(κ，t) ＝・Mou't(x-1)uノ(の＝0 が作用する場

合は

     2ルloh c◎       e(γn)sin tO rt t

   . 

ところで

鴻(COShβ1＋COSβ1)(COShβX-COSβX    B2( 1 ＋coshBlcosBl))一定数キ・

よってs＝ O(β＝0)は(3・13)式の極とはなり得な

い. 

極は 1＋coshβ1 cosβ1＝0よち求まる. この特性方程

式の根βをγnで表わすと
 ril?. 875， r21 ＝4. 694， r31＝7. 855， ・・・…

ところでs一三与β・一 g: ihβ・＝ Fih・n・一・i・nとおく

と極は  'Sn＝±itUn      一(3・14)

  (ただしh2＝EI/m， tUn ・ hrn22

      coshrnlcosrnl＝＝ 一 1 )

そこで±itOnに対する留数を求め，それらの総和の逆

                Res

ア(X・t)＝EII誤、γn(・i・h・nl…γ・t一…h・・1・i・・nl)

                   一(3・16)

(ただしh2＝E1/m， tUn?'rn2， coshrnlCOSγnl＝一1・

              n・＝1，2，……)

 よって f(x，t) ＝＝ Mou''(x-1)u(の が作用す多場合

              りの解は「線形系の応答において単位衝撃応答の積分はイ

ンディシャル応答である」ことを利用して次の如く求め

る. 

 すなわち

，(x，t)・・4M，・乃1翫(、i。h，鷺懸≒，、i。，nl)

           C(rn)COSalnt
＝一‘ @一

n1'i｝7:::'｝7'' DZ?i7;. IEIJ 1一 itoon sinhrnlcosrnl-coshrnlsinrnl)

EII j o fl，一1

2 MohTg2

               e(rn)
  ＋Eπ穀1γ。ω。(・i・hγ。1…γ。t一…h・・1・i・γ・1)

                   一(3.  17)

(ただし(2(γn)＝(COS hγnl十COSγnl)(coshγnX

                  -cosrnx) )

第2項は静心わみを与える.  すなわち

     2 Moh
y(x，co)＝＝一E7i:''

 g e(rn)
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   n-1

2 MOh-92

'潰1γ。ω。(、i。h，. 1…γ。1一…h・nl・i・・nl)一(3'18)

 5. む す び

以上のことより結論として得たことを列挙すると

 1)集中荷重，分布荷重，集申モPtメントを問わず，

   January.  1971
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非定常状態を含めた完全解を求めることができて，勿論
         o
定常解をその申に含む. 

 2)第3報，第4報の問題を通して，結局重臣

(double poles)は現われず，すべて単極 (sjmple

pole)に対する留数を求めることで解を得ることができ

た. 

 (注意:しかし1imフ(x， s)を調べる場合，誤って
        タ  
重極を導くということの無いように，十分注意を払う必

要有り. )

 3)分布荷重，集中モーメントが急速荷重の形で作用

する場合においても，集中荷重に対する場合と同様な手

法により，解を求めることがでぎる. 

 更に言葉を加えると集中荷重，分布荷重，集中モメー

メントが，夫々，梁に作用する場合，ラプラス変換を用

いると，静擁みを求める場合と同様，静定，不静定の区

別は無くなり，全く機械的に完全解を求め得る. 

 筆者の計算したその他のものをTable］. ，

    謝   辞
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2に示す. 
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Table 1

beam

  W， F(t)/1

vSUUZ. 一gvsuz-s？

7

  wo F(t)/1

の，mu
f

L. T. 

a

b

c

a

b

c

loading
function

一IVoU(X)

 .  sln tut

＝ 一 WoSlnrJ)t

一wou(x)

 ・〆(の
＝ 一Wou' (t)

一wou(x)

 .  u(t)

. .  Hwo

一wou(x)

 .  sln e)t

一wou(x)u'(t)

一wou(x)u(t)

       deflection y (x， t)
(perfect solution containing a i ransient condition)

. 、E・，1謡鴇lll。，。1・i・・O・

           れノ  4WOω16乃 co     sinL-rκ      。 n'2π2h

『mzrg「謬17・(1・ω・玩・・π・阿Sln 1・'

(γ02・＝ω/乃， h2＝EI/〃lp 〃ノ＝1，3，5，・・・… )
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