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原資産価格過程に依存する取引費用を伴うヘッジ戦
               略の局所リスク最小化

吉川周二＊，吉川大介†

Local risk-minimization under transaction costs depending on the

                  underlying asset price

Shuj i Yoshikawa， Daisuke Yoshikawa

Abstract: We study the approach to the pricing and hedging of contingent claims under transaction

costs in incomlete market.  ln incomplete market， we cannot replicate contingent claims.  That is why

various hedge method is suggested， for exemple， mean-variance hedge， locai risk-minimization， and so

on.  ln ［2］， Lamberton， Pham qnd Schweizer gave the new approach for local risk-minimization under

transaction costs.  ln their case， bid-ask spread ratio does not change with respect to the time evolution，

namely the cost parameter A is constant.  We extend their case to the case that the cost parameter A

depends on the stochastic process of underlying asset price. 

1序
 取引コストを伴う市場分析についての研究はさまざまな観点から行われている. ここでは，Lamberton-Pham-Schweizer(［2］)

による定式化を概観し，より自然な設定の下での局所リスク最小化問題について考察する. 

 原資産の価格過程をS＝｛S，it∈［0，T］｝とし，フィルタs一・・一・付き確率空間(Ω，F，F，P)で定義されるものとする. ここ

で，F＝(Ft)o＜t〈Tである. また，ニュメレールの価格過程をB＝｛Bt;t∈［0，T］｝とする. これらに対して，原資産の

割引価格過程をX＝＝｛Xt :＝蓑;t∈［0，T］｝で定義する. 

 割引価格過程Xに対するマルチンゲール測度Qとは，

EQ［x。 iF，］＝x士，丁＞t

を満たすような確率測度のことである. EQ［・］は，確率測度Qのもとでの期待値を表す，そして，このようなマルチンゲー

ル測度が存在する市場では無裁定条件が成立する. 

 また，確率過程yに対して0(y)をθle△Yk∈L2(P)，k＝1，. . . ，Tとなるような可予測過程θ:＝｛θle，k＝1，. . . ，T＋1｝の

集合とする. ここで，△Yk:＝玖一Yk＿1と定義する. 取引戦略φ:＝(θ，η)はθ∈◎(X)と，適合過程η:＝｛nk， k＝0，＿T｝

からなる組み合わせとし，

                    Vle(ip) :＝ eh＋iXk＋nk E 2 2(P) (1. 1)

と定義される適合過程V(φ)をφの価値過程と呼ぶ. このV(φ)は原資産Xをベースとするポートフォリオ価値を指すも

のと考えられる，本稿で，取引費用と言うのは，ビッドアスクスプレッドを指すものとする. より厳密には，コストパラ

メータλ∈［O，1)に対して，(1一λ)Xk，(1＋λ)Xkをそれぞれ原資産Xの時点kにおけるビッド価格，アスク価格とす

る. ところで，［2］では，ビッドアスクスプレッドに関して確定的なモデル(即ち，λが定数の場合)を考えているが，実際

の市場ではこれは確率過程臨に依存して確率的に変動すると考えられる. すなわち，時点kにおけるビッドアスクスプ

レッドを漏とすると，

                         Ak : ，＞L (Xk)
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とすべきであり，この確率過程のもとでの局所リスク最小化問題を考察するのが本論文の目的である. 

 最初に一回の取引に要するコストを表現するためのコストパラメータλ(Xk )∈【0，1)を定義する. そして，証券一単位

あたりのbid価格とask価格をそれぞれ(1一λ(Xk))Xle，(1＋λ(Xk))Xleで定義する(k＝1，＿，T). すると，一度の取

引で要する出費は，

             ηん一ηk＿ユ十(θk一θle＿1)Xk十λ(Xle)Xle(θk一θle＿1)sign(θk一θle＿ユ)

             ＝「レ晃(φ)一「レ菊＿1(φ)一θた(Xh-Xk＿1)十λ(Xk)X， 1θle一θle＿11

となる. ここで，

                 一陣一｛軋i叢;≡i

は原資産の売りか買いかによって決まる. 従って，累積コストσんは

                        ん          ん
                 Ok-Vk(φ)一ΣθゴムX」＋Σλ(Xj)X」1△θゴ1

                       ゴ＝1      ゴ＝1

で定義される. 

 この定式化のもとで局所リスク最小化解の存在と解の構造が与えられる1. また，条件付き請求権を以下のように定義

する. 

定義1. 1. 条件付き請求権は. TrT可測な確率変数の組み合わせ(θT＋1，ηT)で，以下を満たすものとする. 

                       σT＋、XT∈L2(P)，          (1. 2)

                    H・＝σT＋、XT＋ηナ∈L2(P).          (1. 3)

 この定義は通常の条件付き請求権の定義に比べて複雑ではあるが，本質的には通常の定義と同様である. 例えば，ヨー

ロピアンコールオプションをこの条件付き請求権で表現するには，

                ∂T＋1:＝0， ηT:＝((1＋λ(XT))XT-K)＋

と定義すればよい. ここで，Kは行使価格である. この条件付き請求権に対して，複製ポートフォリオを構築することを

考える. すなわち，価値過程γ(φ)に対して，

                         H・VT(φ)

を満たすφを考える. もし，K＝Oであれば， k＝O，＿，Tに対して，

                    θk＋1＝(1十λ(Xk ))，   ηk:＝0

とすればよい2. しかし，一般にはK≠0である. そのような場合，どのようにして最適なポートフォリオを考えればよ

いか. 

 その一つの基準として，取引コストも含めたポートフォリオ構築費用をできる限り小さくする，ということが考えられ

よう. 具体的には複製ポートフォリオを構築することで満期までに累積コストがOT(φ)までになるが，リバランス時点k

では，残余コストα(φ)一σた(φ)を最小化することを考えるべきである. また，いかなる基準でこれを最小化するべきか

についてもいくつかの選択肢があるが，よく用いられる手法は平均自乗の尺度で最小化することである. 即ち，

                     min Var［OT(φ)一Ct(φ)1JET，］. 

                     φ

このような考え方を局所リスク最小化問題という. そして，この問題の解となる取引戦略φを局所リスク最小化解という. 

命題1. 2. 戦略φ＝(θ，η)が局所リスク最小化解である必要十分条件は，以下を満たすことである. 

 (i)0(φ)がマルチンゲールである. 

 1ここでは，ビッドアスクスプレッドから生じる差額のみを取引費用と考えたが，もちろん取引毎に発生する定額費用を組み込む定式

化も可能である国. ただし，その定式下における平均分散ヘッジ，局所リスク最小化問題に関して議論した研究は見当たらない，

 2もちろん，他にも適当なポートフォリオを構築することで複製することはできる. 
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(ii)任意のk∈｛0，＿，T・一1｝に対して，θk＋1が

              Var ［Vh＋i(ip) 一 e'k＋，AXk＋i ＋ A(Xk＋i)Xk＋ilek＋2 一一一 ek＋，1 1 . 7 lk］

   を最小化すること，ここで，砿＋1はθ島＋1△Xle＋1∈L2(P)かつ，砿＋1Xk＋1∈L2(P)を満たす. Tlk可測な確率変

   数である，

 基本的には上の命題を用いて，φを求めることができる. しかし，複雑な計算が要求される場合は，θに明示的な解を与

える次の定理を用いる，

定理1，3. 値を［一1，1］にとる適合過程全体の空間をrで表す. 過程'')'∈rとして，h＝1，＿，Tに対して，

                     X，V :＝ Xk(1 十A(Xk)btk)

を定義する. また，ある戦略φ＝(θ，η)に対して，VO「を，

                       Vk7 :＝ ekXkty 十 nk

で定義する. 

 すると，最適解の構造は以下のようなδ∈rによって特徴付けられる. もし，〃∈rをUo:＝0かつ

                砺《轟(θ毒一θ＿，留:. . . ，T  (・・4)

と定義すれば，このyに対して最適解θ＊は

                   θ山門Cov(△㎎(φ＊)，△Xだ1臨＿1Var［△Xだ1み＿1］)    (・・5)

となる，そして，そのようなθ＊に対して，δ＊∈rが存在する. 

注意. 命題1. 2と定理1. 3は【2，Proposition 2］と［2， Theorem 6］において，λがXに依存する揚合に一般化したものに

対応する. 定理1. 3の結果が［2，Theorem 6］と同じものとなることは自然に推察される. なぜなら，局所リスク最小化問

題は，

             Rk(φ)・＝E［(σT(φ)一σ・(φ))2囚， k＝0，1，…，T. 

を解くことを意味するが，これは［2，Proposition 2】によると，

              Var ［Vk＋i(ip) 一 ek＋iAXk＋i 十 AXIe＋ilek＋2 一 ek＋iI 1 . 1 le］

を最小化するθk＋1を見出すことに他ならない. 上記の最適化問題は直感的にはθk＋1に関して最適化(微分してゼロと置

く)だけなので，λが確率的であることには依らない. 故に，解はTheorem 1. 3と形式的に等しくなることが予想される. 

ただし，［2】をみるとわかる通り，実際の証明は非常に込み入っているため、厳密な検証が必要である. 次節以降でこの証

明を与える，

2証明の準備

補題2. 1(［2，Lemma 1］). もしφが局所リスク最小化であれば，0(φ)はマルチンゲールであり，更にk＝O，1，. . . ，T-1

に対して，

             Rた(φ)＝珂Rk＋・(φ)IFh］＋Var［△0ん＋・(φ)iみ】 P一α. 3.       (2. 1)

が成り立つ. 

ProOf. 本稿の設定では，費用過程，リスク過程ともに［2］と定義が異なるが，この補題の証明は戦略φの局所摂動φ'の性

質のみに依存するので，［2，Lemma 1］と全く同様に証明が出来る.                       □
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 確率空間(Ω，. 1'，P)と. 7'の部分σ代数9⊂. 7'を定義する. また，σ， Y， ZはF一可測な確率変数でU∈L2(P)，

Z∈L2(P)， yz∈L2(P)を満たすものとし，次の条件付分散:

                f(c， cv) :＝ Var ［U 一一一 cZ ＋ A(Z)ZIY 一一 cl 1 g］ (cv)

を考察する. 

 以下の補題2. 2，2. 3は，［2】のLemma A2， A3に対応する. ［2］においては，λが定数であるが，確率変数21に依存して

もλ∈［0，1)の有界性より，優収束定理は成り立つ為，(［2］のAppendixの全ての補題は)全く同様に証明できる. 

補題2. 2(［2，Proposition A2］).  Var［Z l 9］＞0を仮定する. この時，ほとんど全てのωに対して，

                  f(c＊ (w)， w) S f(c， w) for all c E R

を満たす9一可測な確率変数♂が存在する. 

 次にR×【0，1】×Ω上の関tw gを，

     g(c， a， cv) ＝＝ Cov (U十 A(Z)YZSa，C， Z(1 十 A(Z)Sa・C) 1 9) (cv) 一 c Var ［Z(1 十 A(z)s''・C) 1 g］ (cv)

で定義する. ただし，

                 sa，C :＝ asi/g-n7(Y 一一 c) 十 (1 一 a)sign(Y 一 c)・

ただしsignとsignは

                勲・鵯＋・圃《可塑認

                曲侮)一輯・圃《士畿ll

と定義する. 

補題2. 3(［2，Proposition A3D.  Var［Z i 9］＞0を仮定し， c＊は補題2. 2で与えられたものとする. この時，

                g(c' (w)， a' (w)，w) ＝＝ O for P-almost every w

を満たす9河測な確率変数α＊∈［0，1］が存在する。

 次にいくつかの確率過程の可積分性を保証するために，重要な補助確率過程Xツを定義する. 

定義2. 4. 値を［一1，1］にとる適合過程全体の空間をrで表す. この7∈rに対して，過程xc「を

                      X，7 :＝＝ Xle(1 十 A(Xle)t＞tk)

で定義する. 戦略φ＝(θ，η)に対して，過程V7(φ)を

                      V，7 (ip) :＝ eh＋iX，V 十nle (2. 2)

で定義する。

 過程λ(Xk)∈［0，1)なので， xo「もまた非負であり，二乗可積分であり，適合過程になることに注意する. 

定義2. 5(実質的リスク，平均分散トレードオフ). (i)過程Xが実質的リスクであるとは，k＝1，. . . ，Tに対して，

                      x，2一，

                           SC P一. a. s.  (2. 3)                    E［AX'M . 7 Tk-i］

を満たす0が存在することをいう. また(2. 2)を満たす最小定数0をOSRで表す. 

(ii) ry∈rに対して， X7の平均分散トレードオフ過程とは

                    雄鯉織！譜
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のことをいう. もしKlがP一α. s. に有界であれば，全ての1＝1，＿，Tに対して

                 △左1一総1譜≦σP-a…   (2・4)

を満たす最小定数をOMVT(7)で表す. 

補題2. 6. Xが実質的リスクであると仮定する. この時，次が成り立つ. 

 (i)全ての'γ∈rに対して0(X7)⊇◎(X). 

(ii) k＝ O，1，. . . ，Tと全ての''〉'∈rと任意の戦略φに対して叩(φ)∈L2(P). 

(iii)k＝0，1，. . . ，Tと任意のθ∈◎(X)に対して， ele＋1Xk∈L2(P). 

＠)k＝0，1，＿，Tと任意の戦略φに対して， Ole(φ)∈L2(P). 

. Proof.  xo「の定義から，

               AXg ＝ AXk十tyk A(Xk A(Xk))十Xle-iA(Xle-i)Aza.  (2. 5)

を満たし，、・7の有界性より(i)は(iii)より従う. W(φ)の定義より，

                   V，7(ip) ＝ Vk(ip) 十A(Xk)・＞tk ek＋iXle

であり，(1. 1)を用いると(iii)から(ii)は従う. コスト過程σ(φ)の定義より，k＝0，1，. . . ，Tに対して過程7を

71e:＝sign(△θk＋1)と定義すると，

            ACh (ip) ＝ AVk (ip) 一 ek AXIe 十 A(Xle)Xk I Aek＋il

                ＝＝ ek＋iXk(1 十 A(Xk)・)tk) 十 nle 一一 ek Xk(1 十 )t(Xk)・yle) 一 ''le

                                                     (2. 6)
                ＝ ek＋iXkcr 十 nle 一一一 ekXk7 一 nk. i

                ＝ AV，7 (¢) 一 eh AXkor・

過程θは可予測であり，7∈Tであるので，(2. 6)と(1. 1)より，＠)は(のと(ii)より従う. よって，あとは(iii)を示せば

よいが，これは【2，Lemma 3］と同様に，以下のことからわかる. θ∈◎(X)でありXが実質的リスクであるから，

        珂(θ・＋・x・)2］一E［(θ・＋・AX・＋・)2珂△x篶囚］≦・SRE［(θ・＋・△x詠一

                                                      口

命題2. 7. Xが有界な平均分散トレードオフでありかつ実質的リスクであるとする. 適合過程ッ∈rを固定し，任意の

h＝1，. . . ，Tに対して，

                Var［AX，7 1. 1 le th i］ )cVar［AXk 1. 1 k h i］ P-a. s.  (2. 7)

を満たすような。＞0が存在するとする. この時，X7は有界平均分散トレードオフであり，◎(xc「)＝◎(X). 

. Proof. まず，(2. 7)ならばX7が有界平均分散トレードオフであることを示す. (2. 4)より，任意のk＝1，. . . ，Tに対して，

               (珂△X眉み、］)2≦OV・・【△X、 1. 7 Tk. 、］ P一・. 8. 

が示せばこれは十分である. 

 ここで，

     IA(A(X，)X，)1 ＝＝ I A(Xk)Xk 一 A(Xle)Xle一， 十A(Xk)Xh-i 一A(Xk-i)Xk一，1 . 〈一 I AXk l 十21Xfe-i1

なので，(2. 5)より，

           (Ax，7)2 s 2(AXk)2 ＋ 2(7kA(A(Xk)Xle))2 ＋ 2(Xh一，A(Xk-i)IX7k)2

               s 2(AX，)2 ＋ 4(IAX， i2 ＋ 4iXle一，12) ＋ 8XZ一，

               S 6(AXh)2 十 24(Xk一，)2
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                     Var［AXh 1 jl le-i］

が成り立てば，(2. 7)も同様に全ての7∈rに対して。・＝1一δとして成り立つ. 特に，もしXが有界平均分散トレードオ

フであり実質的リスクでありかつ

             4.  rpaxmA(Xh)2 ［1十2CMvT(O)十2CsR(1十CMvT(O))］ 〈1 (2. 9)
              k＝＝O，. . .                 ，T

を満たすと，(2。8)は満たされる。

. ProOf. 条件付き分散から，TTIe .  1 一可測な項を消去すると，Cauchy-Schwarzの不等式より，

     Var［AX，cr 1 」Plk-i］ ＝ Var［AXk ＋ A(Xk)7kXle 1 . 1 le-i］

             ≧V・・［△X・IT・一・］一2(In.  axm A(XhkEO，. . ，，T))Var［△X・1凡一・］V・・［7渕∫ト1］

が導かれる. 7の有界性より，(2. 8)を用いると，

                                62
         Var［'γk Xk lみ＿1］≦E［櫨X竃1み＿1］≦                                      var［AXle 1 JFk-i］
                            4 maxkEo，. . ，，T A(Xk)2

がわかる. それゆえ，(2. 7)が。＝＝1一δに対して成り立つ. 

 (2. 9)から(2. 8)を導こう. (2. 3)より成り立つ不等式:

                     XZ一， S CsRE［AXk 1 . 1 Tk一，］

及び(2. 4)より成り立つ不等式:

               E［AX，2 1 . 7 Tk-i］ S Var［AXh 1 . 7 7k-i］(1 十 CMvT(O))

より，

          珂xZ I F、. 一、】＝V・・［△X、 I Fk. 、］＋(Xk一一、＋珂△Xl・ 1 fk. 、］)2

                ≦V・・［△X副み. 、」＋2. X竃. 、＋2E［△凹み. ・］2

                一く一 (1 ＋ 2CMvT(O) ＋ 2CsR(1 ＋ CMvT(O))) Var［AXIe 1 . 1 Tle-i］. 

                                                      o

が成り立つ，故に，(2. 3)と(2. 4)より，次が成り立つ. 

              E［(△xg)21 f、一、］≦6珂△X竃1・み. 、］＋24X審. 、

                       ≦0珂△X竃iみ＿1］

                       S C(1 十 CMvT(O)) Var［AXk 1 . 7 lk-il，

 補題2. 6より，◎(X)⊆θ(X7)なので，0(X7)⊆◎(X)を示せばよい. 過程X7は適合過程なので， Doob分解が存在

して，そのDoob分解をxv＝X8＋Mツ＋A7とす否と，

                ekAX，7 . 一一. .  ekAM，cr 十 ekAAZ ＝ eleE［AX，V 1 . 111e一，］，

                  Var［AXg 1 . JPIk-i］ ＝ E［(AM，7)21み＿11. 

 過程X7は有界平均分散トレードオフであるから，(2. 4)よりθ∈◎(X7)と，任意のk＝1，＿，Tに対して臨△M9∈

L2(P)であることは同値である. 同様のことが， X＝xoに対しても成り立つ，簡単のため，任意のk＝1，. . . ，Tに対し

てθk△M9∈L2(. P)を，θ∈L2(. M7)と書くことにする. もしθが可予測であり(2. 7)であれば，

     珂(θ、△M、)・1・F、. . 、］＝＝ eZ var［△X、 I F、一、］≦！θ2 Var［△X～1∫、. 、】一IE［(θ、△Mg)・1政. 1】. 

                           C ' 'v' 一  c

故に，L2(M7)⊆L2(M)が成り立つ，すなわち，0(X7)⊆◎(X).                      ロ

命題2. 8. もし，任意のkニ1，. . . ，Tに対して，

                     E［X竃1臨＿1］
                             S6 P-a. s.  (2. 8)                   2
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3 主結果の証明

命題1. 2の証明. 補題2. 1より，もしφが局所リスク最小化斜なら0(φ)はマルチンゲールになる. もし，0(φ)がマルチ

ンゲールなら，(2. 1)と0(φ)の定義によって，

       Rk(φ)＝珂. Rle＋11. Tk】十Var［Vle＋1(φ)一θk＋1△Xk＋1十λ(Xk＋1)Xk＋1iθk＋1一θk＋111Fk］     (3・1)

がわかる，

 今，k∈｛0，1，＿，T-1｝を固定して，φ'を時点kでのφの局所摂動であるとすると，費用過程の定義より，

                  CT(ip') 一 Ck＋i(q5') ＝ CT(ip) 一一 Ck＋i(q5)

が成り立つ. σ(φ)がマルチンゲールであるという仮定のもとでは，次が成り立つ:

               Rle(ip') ＝＝ E［Rle＋，(di) 1 . 1 rk］ ＋ E ［(ACk＋i(ip'))2 1 . 7 lk］ . 

 今(のと(ii)を仮定する. φ'は時点ゐでのφの局所摂動だから，

                  Vh＋i(ip')＝Vle＋i(ip)， ek＋， :ele＋2，

それゆえに，

         AC，＋，(ipt) ＝＝ V，＋，(ip) 一一 Vle(ipt) 一 ek＋，AXk＋， 十 A(Xle＋i)Xk＋ilele＋2 一 ek＋，1. 

よって，(2. 1)，(3. 1)，(3. 2)，(ii)より，

                Rk(φ')≧珂Rle＋・(φ)1フ:h］＋Va・［△Ole＋・(φ')1. 1Tk］

                   ≧珂Rk＋1(φ)IFk］＋Var［△Ok＋・(φ)l」F司

                   ＝ Rk(ip)

が成り立つ. これは，φが局所リスク最小化であることを示している. 

Fk ・・可測な砿＋1と砿に対して，

                E［(△σk＋・(φ'))2囚≧V・・［△Ok＋・(φ)囚. 

(3. 2)

(3. 3)

逆に，φが局所リスク最小化であることを仮定する. 補題2. 1より(i)は成り立つ. (2. 1)と(3. 2)を比較すると，任意の

特に，θ得1を固定して，E［△Ole＋1(φ')1Tk］ ・＝0となるように，砿を選ぶ. この事と上の不等式の△σk＋1(φ')と(3。3)と

を比較すると，(切を得る. 

                                                      □

定理1. 3の証明. 後ろ向き帰・納法によって，θ｝＋1＝θT＋1を満たす可予測過程θ＊の存在と，次の(a)一(e)が，(a)(b)につい

てはk＝O，＿，Tに対して，(c)(d)(e)についてはk＝・1，＿，Tに対して成り立つことを証明する:

 (a)e壽＋1Xk∈£2(P). 

         ア           ア
(b)wx・一H一Σθ∫△x・＋Σxゴ1△θ∫＋・1∈L2(P)・

        j＝k十1        ゴ＝＝た十1

 (c)確率変ta Ukを(1. 4)で定義したものとする. この時，

                    Var｛Xk(1十λ(Xのレた)1フ『ん＿1｝

  を満たすようなみ＿1一可測な確率変数δ滝∈卜1，＋1】が存在する. 

(d) eXAXh E L2(P)，

(e)θ迄は，砺△Xfe∈L2(P)とekXk∈L2(P)を満たす㊧＿1一可測な確率変数θたについて，

              Var ［E［W，'' 1 . 1 lk］ 一 e， AXk 十 A(Xk)Xh l eX＋， 一 ek l 1 . 1 7k. 一.  i］

  を最小化するものである. 

θX-Cov(E【w港1」砿］十λ(Xk)Vl・X・ex＋・，Xk(1＋λ(Xle)Uk)1 F・一・)
P-a. s. (3. 4)
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 これが示されると，ガを

               nX ::E［Wh''i. 1 k］ 一一 eX＋iXk for k＝ o， 1，. . . ，T

と定義すると，φ＊＝(θ＊，η＊)は局所リスク最小化解となる. 実際，η＊は明らかに適合過程になるし，(b)よりθ露＋1 Xle＋η壽∈

L2(P)もわかる. かとWk''の定義により，琉(φ＊)＝ E［VV剃Fk］となりσ(φ＊)がマルチンゲールになる. それ故，命題

1. 2により，φ＊は局所リスク最小化解である. また，η＊の定義により

                 珂W馴∫司十λ(Xle)レた x・ e壽＋、＝ VleV(φ＊)，

故に，(3. 4)を整理すると(1. 5)が従う. 

 以下，(a)一(e)を帰納法によって示そう. もし，e｝＋1:＝・θT＋1と定義すると，(1. 2)と(1. 3)より，k＝Tに対して(a)と

(b)が成り立つ. 

 今，(a)と(b)がh ＝」の時に成り立つと仮定する. この時，(a)と(b)がん＝ゴー1の時にも成り立ち，更に(c)，(d)，(e)

がk＝」の時にも成立することを示そう. 関tw fj(c，ω)とgゴ(c，α，ω)を

           ゐ(・，ω)・＝V・・［珂曜トろ】一・Xゴ＋λ(. X」)Xゴ1θ丁＋、一・ll. r」一・］(ω)，

       9ゴ(・，α，ω)・一C・v(珂剛ろ］＋λ(ろ鵬＋・瑳α嘱(1＋λ(X」)岬)1み・)(ω)

で定義する. ただし，
               S2(. a，C) :＝ crgi/liiin(e;＋1 一一 c) ＋ (1 一 a)sitgllgn(e;・＋1 一 c)・

 補題2. 2と補題2，3より，

                 fj・(e，''・ (cv)，w) SI f，・ (c， w) P-a. s.  for all c， (3. s)

                  g，・(e; (w)， a;・ (w)，w) ＝O P-a. s.  (3. 6)

を満たす」弓＿1一可測な確率変ik e∫と鰐∈［0，1］が存在する. 

 ここで，δ∫:＝2鰐一一 1と定義すると，

                s，(. cre''eJ'') ＝ sign(e;・＋i 一 e; ) ＋ 6;・ 1｛e，＊. . ， :e;.  ｝ ＝＝ U」'

となり，(3. 6)を整理すると(3. 4)が従う. 故に(c)が成り立つ. 

 次に(d)がk＝」の時に成り立つことを示そう. 過程7∈rを笏＝yjを満たす任意の過程とし，

                  Vレ7:＝E［曜1∫｝］十λ(Xゴ)レ㌻θ｝‘＋1

で定義する. k＝」の時には(a)と(b)が成り立つので， Wア∈L2(P)が成り立つ，故に(3. 4)は次のように書き換えら

れる:

                    θ∫Co鵠焼野1)・

 Cauchy-Schwarzの不等式と補題2. 8より，

             珂隅)2］≦E［器ll謂1珂△四国

                    ≦iE［珂(町)・1み・］器ゴll架］］

                    ≦1(1＋OMVT(0))珂(剛21＜。。・

よって，(d)がん＝ブの時に成り立つ. 過程Xは実質的リスクだから，補題2. 6と同様にするとθ∫XンLユ∈L2(P)がわか

る，これはk＝」一一1の時の(a)に他ならない. 同時にθ∫Xゴ＝θ∫△Xゴ＋θ∫Xゴ＿1∈L2(P)もわかる. 

 もしθゴがFj一1一可測かつθゴムXj∈£2(P)とθゴXゴ∈L2(P)を満たすとすると，

       V・・［珂鰐混一θゴムXゴ＋λ(X」)X」・1θ∫＋・一θゴロ∫｝一・］(ω)?」(θゴ(ω)，ω)P-a・s・

が成り立つ. それゆえにん＝ゴの時の(e)が成り立つ. 最後に，鳶ニゴの時に(a)，(b)，(d)が成り立ち，θ｝Xゴ∈L2(P)な

ので，

              町一、＝VVノ 一一 e∫△X」＋λ(Xゴ)勾・1θ∫＋、一θ∫1∈L2(P)

がわかる. 故に，(b)がk＝」一1の時に成り立つ. 帰納法により定理は証明された. 

                                                    口
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