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ラプラス変換の振動系，梁，積分方程式その他への応用

第3報梁の横振動への応用(1)

望  月 太 喜雄＊

On the Application of Laplace Transform to the Dynamical Vibratidns，

     Beam Problems， lntegral Equations and etc.  (No. 3)

Transverse Vibration of Beams (1)

Takio MocHlzuKi

Abstract

 Continued from the preceding reports this offers a few illustrations and the summary of problems of

the transverse vibration of basic beams (simple beam， cantilever， fixed beam) subjected to a concentrated

load such as a periodic load Posintut， an impulsive one Peu'(t)， and a rapid one Pou(t).  The equation

of the transverse vibration of a beam forms a partial differential equation with x and t as independent

variables， where x and t represent displacement and time respectively. 

 The Laplace transform is first applied with t and the partial differential equation is reduced to an

ordinary differential equation of the t-transform ' ?x， s) and x.  The general solution of the equation js

then fitted to the boundary conditions of the beam determined only by.  supporting conditions.  The final

solution y(x， t) which represents deflection is obtained as the sum of residues by the application of

the complex inversion integral. 

1. ま え が き

 ラプラス変換の梁の横振動への応用についてはすでに

Churchill氏(ミシガン大学)が，その著書「応用ラプ

ラス変換1)」において入力が周期的変位｝'・sinωtの場

合について解法を示している. Thomson氏(カリフォ

ルニア大学)は著書「Laplace Transformation2)」にお

いて，ユニットステップ，ユニットインパルス関数を用

いて単純梁が集中荷重P・sinωtを受ける場合の定常解

を示しているが，非定常状態も含めた完全解については

触れられていない. また亘理厚氏(東京大学)は著書

「機械振動3)」において規準座標qi(t)，規準関数Yi(x)

を用いて完全解を示しているが，梁に急速荷重P。u(t)

が加わった場合については示されていない. また分布荷

重，集中モーメントが梁に加わった場合についても触れ
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られていない. 

 筆者はThomson氏の解法に従いユニットステップ，

ユニットインパルスおよびユニットダブレット関数を用

いて，上記の著書には触れられていない不静定梁の場合

も取り上げ，非定常項も含めた完全解を求めることを試

みた. また梁がインパルス荷重P・u'(t)を受ける場合の

解が求まれば，線形系の応答においては単位衝撃応答の

積分はインディシャル応答であることが証明できるか

ら，簡単に積分することにより急速荷重P・u(t)が加わ

る場合の解を求め得る. 筆者はPou(t)が加わるこの問

題に対しては，所謂，オーソドックスな方法により求め

た解と，積分による解を比較してみることにした. 

 本報においては両端自由支持，片持，両端固定梁の三

つの場合について周期的集中荷重P・sinωt，衝撃荷

重Pou'(t)，急速荷重Pou(t)が夫々加わる場合に対

してのまとめも含めてその計算例の一文を呈する次第で
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ある. 

  2. 梁の一般の横振動方程式

 梁の静旨みに関する荷重方程式(第1報4)，(2)式)は

    E・慕一f(x)   (2・・)

ここにf(x)は梁の単位長さ当りに作用する外力で上向

きを正とする. 梁の一般の横振動方程式は上式に慣性カ

ーm(∂2y/∂t2)をつけ加わえることにより得られる. 

すなわち

  E・弩留一一譜畿')＋f(・， t)(・・2)

 ここに t:時間

     m:単位長さ当りの質量

     f(κ，t):梁の単位長さ当りに作用する外力

     y(Xet):梁の擁み量

 (2. 2)式をtに関してラプラス変換すると

  d-de'(f， s)＋響アい)

     一二〔sy(x2・)＋ア;(x7・)〕＋讐2

        ノここにy(x，0)，yt(x，0)は梁の初期条件を示す. こ

こで

        ms2
    /;:1為鵬＿。))

           ＋f一'''、s) (・・3)

と置くと

    d4
    7匹ア(x・・)一β‘ア(x・s)＝di(x…s)(2'4)

pを補勘変数としてxに関してラプラス変換すると
              ノ                     ケ P4ラ(pe's)一 p3ア(0，'S)一」ワ2死ぐ0」 s)一ρ乃』(0， s)

       ノノノ                                           

      一Yx (O， s)一β4:ア(P， s)＝17;(P， s)

」(P，.  s)一葺1竺β孚、  』'. 

           ノ                     か                 ノノノ

    P3フ(O，s)＋ρ2拓(0， s)＋ρ死(0， s)＋ル(0， s)

   十             P4一β4

                    (2・5)

(2？5)式をκrついて逆変換を行うと次の梁の一般

の補助方程式を得る. ・

  ＋h，，ys(・・ s)(…hβ・一…βx)

   ＋毒，フS'(・・ s)(・i・hβ・一・1・β・)

           (2●6) (β4＝'‘＝〃MS 2/E1)

 ここに ア(0，s):x;0における挑み

     又((O，s):x＝0における傾き'

     ク     み(0，s):(1/EI)×(x＝0における曲げ

        モーメント)

    ノノノ    Yx(0， s):(1/EI)文(x＝0における勇断力)

は未知量でこれらの値はすべて境界条件より決定され

る. 

3. 両端固定梁が周期的集中荷重P・sinPttを受

  ける場合(非定常状態も含めた完全解)

/
y(＋)

s α 西

Rsinωt

/
/ ＜ κ・

 1

u
多一 ノ ， /

7(x，c s)＝＝ 一211］T， i ，'':¢(e， s)(sinhB(x-e)一sinB(x-e)) d6

＋ケ(O， s)(・Q鹸＋…β・).  ・

  ヒ＋毒郊(…'s)(・i・hβ・＋・i・β・)『

               Res.  Rep.  of Ube Tech.  Col

        Fig. 1

(解)Fig. 1より荷重関数は

  f(x， t)＝＝一Pou'(x-a)sintut

     ＝一Pou'(x-a)F(t)

(＋〉

(3 .  1)

最初，梁は静止の状態にあり弾性曲線は直線であると仮

定すると初期条件は  ア(x，0)?Vt(κ，0)＝0

                    (3。2)

                ノ
    鼎件は911:綴1:li:1

                    (3・3)

層(3・ユ)，(3・3)式をラプラス変換すると

    ノてXes)＝一u'(x-a)P・F(s)    ｛ア(''の一並(αの一ア(ムめ〒滋(あの一。

 (2、・3)，(3・2)式より

      」(x，一s)一」〆(κr樂ア(s)

                    (3・4)

これらを(2・6)式に代入すると

ヲ(x，一s)一一雛llン((ξ一a)〔・i・hβ(・

            一ξ)一sinβ(X一ξ)〕dξ

  ＋、㌔、孟(・・ s)(…hβx一…βx)

   ＋毒，∬'(・・ s)(・i・hβ・一・i・β・)

. ， No. 11 July 1970
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    Il・'(ξ一a)W(ξ)・ξ一ψ(a)より く

ア(・， s)一一聖趨｛・1・hβ(・一a)一・inβ(・一の｝〃(・一の

    ＋A(cQshβx-cosβx)＋B(sinhβx-sinβx)

                     (3・5)

    ア・だ囲一毒演(O， s)・

        β一、㌔，ア∬(O， s)

          ロ ノ境界条件ヲ(t，s)＝yx(1， s)＝0よりA， Bを決定す

ると次の補助方程式を得る. 

ア(x，一s)一男1)｛・i・hβ(・一a)一・i・β(・一a)/u(・一・)

   P。戸(s)
  ＋2β3EI●       2(1一一coshβ！cosβe)

                      (3 ・ 6)

  ただし

   M(β)＝｛sinhβ(！一a)一sinβ(C-a)｝(cos hβ1-cosβの

      一 ｛coshB (e 一 a) 一cosB (1 一a) ｝ (sin hBe 一 sinB 7.  )

   N(B) ＝ ｛coshB(e-a) 一cosB (e-a)｝ (cos hBe-cosBe)

      一｛sinhβ(！一a)一sinβ(1-a｝(sin hβt＋sinβの ・

ここでF(s)＝. 6-1sinωt＝ω/s2＋ω2を(3・6)式に

代入

y(X，一S)一隅E、・S，1。，・(、一、総、。，βの

                     (3 . . 7)

M(B) (cos hBx 一cos Bx) ＋ N(B) (sinh Bx一 sinB. x.  ). 

     (ただしh2・・EI/m，ωπ

          ?'rfi， coshrne cosrne ＝ 1)

   よって極はSn・＝±itOn (n＝1，2……)(3・9)

よって極±iω，±iωnに対する留数を求め，それらの

総和の逆変換がy(Xet)になる. すなわち

  ア(x， t)＝?-IY(x， s)一型∫二1ンワ(x・一s)ds

     一毒ヂ祝→. 。e・・y(キ・、の43一ΣR    1

(ただしRはesty(Xe s)の留数，かつlim Iア(x，， S)/

                   R一＞co

＝0，S＝Reiθ)極はすべて単極であるからこれらの極

に対する留数は

   re・｛Y・±'ω｝一〔談器び・〕、。士、ω

  ただし

    e(B)＝ 2 ｛sinhB(x-a)一sinB (x 一一 a)｝

          .  u(x-a) ( 1 一: coshBecosBe. )

      一M(B)(coshBx-cosBx)

          一N(B)(sinhBx-sinBx)

 ところで

      li.  pa.  gB？
                     ＝定数キO
      is'L;'o B3(1 一一coshBecosBt)

 よって s＝0(β＝0)は(3・7)式の極とはなり

えない. 

極は S2＋ω2＝0 よりS＝±'ω  (3・8)

 およびcoshβ！cosβ！＝1より求まる. 『この特性方

程式の根βををγnで表わすと

   ril＝4. 730， r21＝＝7. 853， r3e＝10. 996， ・… 一…

ところで

      Ms2
   β4＝一nt

 よって

         h'' . .  . 一 . .  p
     S＝＝ ± 一7/' 192 ＝ ±ihB2＝ ±ihrfi ＝＝ ±icDn

     e(sinhrnlcosrn7.  一cog.  hrnsinrne)i

        (itUnに対してはdβ/ds＝一i/2hB)

res｛恥'砺｝一、讐・・。・≒

           e(rn)e-itont

  一一缶、・，，(鐸鍔、。，γ。の(3…)

         0
  (ただし ア(x，s)＝A(s)/B(s)，

        B(S)＝S2十ω2， γ2＝ω/h)
                O
re・｛M i・・ト/4鶉E7・、2乖。，・鴇び・〕s. ＝・、、n

       (ただし B(s)＝1-coshβlcosβ8)

   P。ω乃   1
 コ                 

   2γ2E1 ω2＿ω2
    れ            れ    
             この ホ
         (～(γn)en

    ●

                      (3 '11)
     sinhrnCcosrnl-coshrnesinrnl

  (ただし γ。2＝ω/h，γn2＝ωη/h，

        h2＝EI/m， cos hrntcos rne＝ ］. )

第1項はsinωtに比例している故，周期は外力と等し

く，所謂，梁の強制振動を示す定常状態における解であ

る，第2項の級数は梁の自由振動を表わすが，実際には

材料の分子間の内部摩擦等の抵抗のため時間と共に減衰

することを式を検討すれば容易に結論しうる. 梁の固有

振動数はωn(n＝1，2，………)で梁はω＝ωnのとき'

共振を生じ第1項，第2項共，振巾が増大する. また

     ●！(sinhγn！cosγn！一coshγη！sinγπの'

                
. ' Dア(x，')＝res｛Y，±'ω｝＋Σ res｛ア，±itOn｝

              n一・1

     Po        (2(γo)        . 

  ＝一＝rE1γ3●1＿C。S妬！C。、γ。Z Slntot
       O
   一ρ叢ωゴ、。。( 1tu 2一 tu 2)・

           (～(γn)sin tOnt

    ●

宇部工業高等専門学校研究報告第11号昭和45年7月'
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ω＝ωnの時はS＝±'ωnにおいて2位の極(3・7式)

が生じる. 

  4. 片持梁が滋雨集中荷重P。u'(t)を受ける場合

                       Po u'(t)

！
く

鯛
y

、           κ        ノ. 

          Fig. 2

 (解)Fig. 2より荷重関数は

   メ(x7 t)＝一Po u'(x一一のu'(t)＝0    (4・1)

      ＝一Pou'(x-t)F(の＝0

             ノ  初期条件jl'(x，0)＝yt(Xt O)＝0  (4・2)
             ノ                     ケ
  境界条件 ア(0，')＝Yx(0，のニYx(e， t)＝0

                      (4・3)

       バ(！，t) ・， VI(岩')一書◎(4・4)

               (v(x，の:立面力)

それぞれラプラス変換すると
        ノ                  か

濡濡ll::｝(4・5)

 前問と同様に(2・6)式に代入し，境界. 条件
タ                          ノノノ

y・(e・s)＝0・Yx(e・s)＝P・F(s)/EIを用いて未定

係数を決定し，かつF(S)＝1を代入すれば次の如き補

助方程式を得る. 

Y(・， s)一一缶・毒・、＋。。紹、。、βe(4・6)

 ただしG(β)＝(sinhβe＋sinβの(coshβx-cos Bx)

       一(coshβ！＋cosβの(sinhβx-sinβx)

 下問と同様にs＝0は(4・6)式の極とはなり得

ない. 

 極は coshβ‘cosβ8＝一1より求まる. この特性方

程式の根βをγnで表わすと

   γ1！＝1. 875， γ2t＝4. 694， γ3t＝＝7. 855。・・。・・

ところで

    S・＝±÷β・一±ih・B・一丁ihrZ一丁i・nとおくと

         極は3，、＝±itOn   (4・7)
  (ただしh2 ＝・ E1/m，ωπ?'γ第，

        cosh・rn！cosγn！＝一1， n＝＝1，2，…)

一一

D7・，t)一面∫常び・ヲ(x，一s)ds

          一素

           
     ＝ΣR＝Σres｛Y，±itOn｝
         n-1

極はすべて単極であるから

5fiR一，. eSt5」(x， s)ds

(4 .  8)

         2EI 1 B3 一 B'(s)V JS＝?nn

 (ただし ア(x，s)＝A(s)/B(s)，

         B(s) ＝＝ 1 ＋coshBe cosBC)

…脚喝一二
          e(rn)eitunt
    . 

臨婦一〔鑑ぴ・玉吻n

     一一〔ム・毒・9狸≧司、。、、

     r，2， (sinhrnecosrne-coshrnesinrne)i

re・｛Y，一'・ト監

           e(rn)e-iblnt

∴ア(x・ tトE・e。ヨ・8(…h・ne・i・・調・h・n！…γnの

  '｝J2t一(siii一］EJne66sin h r n ccosiJ;. IZ＝E6gll-coshMt'hesinrnt')i

一      'n

  2poh ''oo e(rn)sintont

                    (4 ・ 9)

 (ただしh2＝EI/m，ωη＝んγ2， coshγnlcosγne＝

一1)

5. 単純支持梁が急速集中荷重P・u(t)を受ける

   場合

               Po u(t)

       a

e

          Fig. 3』

 (解)Fig. 3より荷重関数は

   f(x，t)＝一P。u'(x-a)u(の    (5・1)

       ＝一P。u'(x一のF(t)

            ノ 初期条件ア(x，0)＝yt(κ，0)＝0  (5・2)

            か 境界条件ア(0，')＝アx(0，t)＝0   (5・3)

            ク       y(e，t)＝・ Yx(t， t) ＝0   (5。4)

(5・3)，(5・4)式をtについてラプラス変換する

と

            ケ       ア(0，s)＝アの(O， s)＝0   (5・5)

            ク       ア(8， s)＝ア認(1， s)＝0    (5●6)

 また

Res.  Rep.  of Ube Tech.  Coll. ， No.  11. July， 1970
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    th(・・一s)一返一めア(・)(5・7)一si曲β(t-a)sinhβぎ、1鵠デ藩一α)si''β xs'nhLt｝

野幌の如くして求めた単純梁の一般の横振動の補助方程   sinhBx， sinβx等の展開式を上式へ代入

鯵三鎧鮎あ:・8)＝一遍〔2撫覧∴

               '.  1 (. X. 一a) Sinh BC Sialge 一 一ilBs(一 (e-a)xc3＋(e-a)x3 1＋(e-a)3u-3-16(t-a) fs3‘ix3e3)

''Si''hB(ema 奄撃r，''i''. hBBiiSL''. 3)e，i. B. ，i. hBe 一T＝ 
''i-3t ?B-i一＋LBr Ri'￥i4iiff/3e-tY13｝YM-Mrr'r

ところで
                                           (後項については第2項まで)

    骸畿i・β「κ(一定論述参照)一ヂ琳。一の，＋詠一の，＋. . . )。(。一の

よってs＝0は四極にはならない. よって(5・8)

1讐轍謂)認∵)メ瞬謬1押回遡
         sin iBl＝＝O Be＝nn

                エ だ                        ズ
       よって β＝一7一一  β＝7

          乃
ところで S＝±丁β2

     ∴S・t一町'撃一±ゆ・ (5・1・)

  (ただし〃＝1，2，……，かつωη＝n2π2h〃2，

                       h2;Eノ伽)

ところで一般に関数f(t)のラプラス変換㌃(s)の逆変

換はFourier-Mellin複素反転積分(Bromwichの積

分)になり，またそれは結果的にはesti(S)の留数の

級数展開となる. すなわち

  ア(x，t)一デ痘∫瀧・・ワ(x， s)ds

        一ゐ，ヂ。。. . e・・y(・・一s)ds一ΣR

     (Ilim 1 1(x， sR一)o)1-o・・一R・'e一・＋iA)

    一re・｛r…｝＋薫1 ｛ア，±i''Lilft;iZ122h｝(5・］・)

極s;O，s＝±in 2π2h/e2はすべて単極である故，こ

れらに対する留守は次のようにして求まる. 

   κ3｛ア，0｝＝li〃1｛s・ア(x， s)est｝

          8→0

      一籔｛一志毒・si。h辮β！｝

ところで

S・ア(…)一一轟、｛sinhβ(■＝9'lg stg12)3 smB(x一のu(・一の

. ' D res｛'y， O｝ ＝＝ lim｛s e Y(x， s) est｝

       s-o

      一諮｛(・一・)・〃(・一の

       ＋÷(！一の・e・一(e一の・・一(・一の・・｝

                       (5 ・ 12)

       一二・毒・器1・・弓、. 、、n

    (ただしB(s)＝Sinhβ！sinβ1，

                一y(x， s)＝A(s)/B(s))

B'(・)一如(・i・hβ・・i・βの窪

      ＝e(coshig/ sinBe＋sinhBt cos Bt) .  一d，一1-fl」

ところでs?'β2/iとしても，s;一hβ2/i としても

          よって極Snに対する留数を求める

res ｛」v， icon｝ ＝ (Hii;igliSl))＝ est)s＝. i. . 

       ''f

Sn ＝＝ ±in2n2h/12. 

場合何れか一方に対すdβ/dsをとるとよいことに注意

すれば s?'β2/iより dβ/ds '＝ i/2βh. また

β＝一inπ/！ は  Sn＝'ωn， β＝nπ/！ は  S ri＝一i(O11をこ

対応する. これらより芸子'ω。に対する出汁は

(i)8初・一・撃の則β一學

                     sinhB/ :＝ O )

res｛y， i''L2f';ill，？hl

寒∵吝｛≦J二業ll三1∫ミ詞｝;専「1［］学！校TJf究『報告・ 第幽11弓・ 【1召禾045｛レ三7ノ≡1
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一一
k缶r毒・t(、。、hβt，i。害1旱li。hβe、。，βの

          ・孕び・〕 鯉ん

                 L2

  poe2 e2
＝＝一一dt］i-iili｝1！2n2n2'in2111，i7ih

   耐一'＠」趣向乃際). ÷澤・・
  . 
       C cos h(一inn)

 P。c3 . nπa. nπ 乞璽6
＝tWt4n4'SM7SM7X e t 2

         n2z2h
(ii)Sn＝一i・n＝一紡・   e

resl-y，一i一''2 ?y C2h

一. rL'. . 一. IL.  .  . . r. . 一，一，一一一9S(A.  .  ASB)

  k2 EI

(5 . 13)

)0 
＝瀦

・
㎜

 
ジ欄

7
侍く合場の

β3s l(coshβ！sinβ！＋sinhβ！cosβ1)

    ・21ク〆L、勢

 Po！2   ！2
                           

一Eln2π2  in 2π2h

 Poe3   .  nπa
＝Eln4π4 Sln l

. ● Dres｛7y，±itUn｝

  2Po！3  .  nπa
＝E1''4π4Sln e

・i・｛ワ(e一の｝・i・響・. 一4. e一顔

   1 cos nz

・i・子・・一溜ん・

 1

(5 ・ 14)

         sin 5tx cosW2n22ht (s .  is)

∴・(切一壷至毒・i・禦・i・ワ・…〃舞2傷

  Po (.  .  n .  N，1一謳、｛(x-a)・u(・一の＋7〔(e-a)・c・＋・)x・

一(1一の・x〕｝(5・・6)

 (別解)

線形系の応答において単位衝撃応答の積分は，インデ

ィシャル応答であることが証明でき・る故，これを用いる

と次のように求められる. すなわち

y(x，t)＝＝一SZ. T£f？illf;i＃f;i」lco. 1，一i｝，sin-111'iea，i. n-tn. 

              ・i・餐2γ霧・d・

             (Table. 1参照)

   一署翻、潅・i・t！i'iga・i・響・…二二

     一辮帯・i・響・i・努・(5・・7)

 第1項は自由振動の項で，もし梁が完全弾性体ならば

ぽ正弦波状の振動を無限に繰り返すことになるが，実際

には分子間の摩擦等により減衰して，結局第2項が座面

みとして残る. すなわち静擁みは無限級数にて表わされ

て

y(x， oc):一一1｛？3Sgkei3. Sii i4sin-i11tlgiadinn-enx (s. is)

 x＝〃2＝aのき

・(9…)一一響嵩・i・・子

        望差( ユ ユ1＋i障囲＋…'●)一一縮1

                     (5 ・49)

よって(「5・19)式は材料力学的静擁みに一致する. 

 また(5・17)式において

        肇γ票・一・とおくと

y(x， t)＝一(一｝｛/ ISIOS3 . Elii i t7sin￥tasinn-iZx )× 2

     ＝my(x， t)max (5'20)
これは急速荷重の場合の伸びは静・荷重の場合の2倍にな

ることを示している. 

 また(5・16)式の出面みの項はx;arl/ 2におい

て一P・13/48EIになることが次のように示される. 

Y(X， OO)＝一一6(titil(x-a)3u(x-a)

     ＋÷〔(e-a)・e・二(・一a)X・一(C一の・X〕｝

，(g， oo)一一k'OSg， (s・2i)

よって(5・16)式と(5-・17)式は一致する. 

6. む  す  び

以上のことにより結論として得たことを列挙すると

1)不静定の場合も非定常状態を含めた完全解を求める

 ことができて，その中には定常解も含まれる. 

2)線形系において単位衝撃応答の積分はインディシャ

 ル応答になることを用いると急速荷重に対する解を極

 めて簡単に求めることができ'る. 

3)急速荷重の場合の最大擁みは静擁みの場合の2倍に

 なる. 

 更に言葉を加えると梁の横振動に関しては，種々の近

似解がなされているがラプラス変換を用いると静擁みの

場合と同様，静定，不静定の区別は無くなり完全解を機

械的に求め得る. 定常解のみを必要とするとき'は計算

は，極めて簡単になり例えば両端固定梁の場合は(3・

6)式のτ(s)を除くすべての項にs＝?tuを代入し，
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戸(s)の代りにsinωtを入れればよい. 2変数の偏微分

方程式に対しては2回の変換，逆変換を必要としたが多

変数の場合は変数の数程，変換，逆変換を行えばよい. 

本報においては分布荷重，集中モーメントがかかる場合

は次報に譲り，集中荷重の場合についてのみまとめた. 

筆者の計算したその他のものをTable. 1に示す. 
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 The solution for O S;x一く. a was
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PeF (t)

 . で

﨟Eラ
α. ヲ・

@Ψ
界 '・ レ

b

c

 2 Po se

 Ele . r‘itl

 z-gpgo ？，

    n-1

(h2 ＝＝ EI/m

Σ，。4(、。2糠翻一、i。h，。e、。、γnの

Q(rn)

EI！ ム」γn4(Coshγn1sinγn！一Sinhγn！cosγnの

     ， tun?'rn2， coshrnccosrnl＝＝一1)

一Pou'(x-a)

 .  u(t)

 Poh2 gEI璃。。(、i，h，惚撃窃、h，nC。，γ。の

(o. 〈＝. x一く＝e， ton?'r2n， coshrne cos rne＝1)

Po

EII

Po

Ele

(

 
 
1
 
 
 
 
 
 
1

・・

ﾙ
・
。
認

      Q(rn)cJstunt

rn4(sin hrnlcosrneTcos hrnesinrne)

       Q(rn)

γ4(sinhγnlcosγn！一coshγn！sinγnの
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 11 ！1 )
a:a piriodic load b:an impulsive load c:a rapid lood
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