
］

環に於けるs-primalityについて

泉 久 夫＊

 Abstract Summary Recently， B.  A.  Andrunakievic and U.  M.  Rabuhin investigated the s-primalities

in the rings under some conditons， which are the generalizations of primality and tertiarity.  ln this note，

we investigate them in the rings without any condition， through a different process. 

 §1. 最近B. A.  AndrunakievicとU.  M. 

Rabuhin〔4〕によってprimalityやtertiarity を一

般化したs-primalityが或る有限条件をもつrin9で扱

われた. 

 このnoteは何の条件も仮定しないassociative

rin9で〔4〕とは異るprocessによってs-primality

を扱った. 吾々のs-primalityでは最強，最:弱のものは

それぞれtertiarity， primalityである. そしてその間

の任意の強さをもつs-primalityをつくることができ'

る. 

 尚これらのs-primalityによるidealのmeet decom-

positionは後日にしたい. 

 §2. Rをassociative noncommutative ring と

する. 1の存在は必ずしも仮定しない.  idealはすべ

て重wo-sidedとし(x)で元んで生成されるprincipa1

idealを表す. 一般にA，:B，………等でjdealを， x，

ア，………等で元を表す. 更にAB-1＝｛xlxB⊆A｝と

し特にA(x)一1はAx-1で示すことにする. 

 いまR≒AであるすべてのAに対し， jdealのset

｛3訪を対応させ，その中に少くとも1つAに含まれな

いidealがあるとする.  この｛5訪を一s-primalityのA

に於ける基本系といい，それに属するidealは環，

S含，・SA，………等で示す. 

Defjnjtion l ideal Cの任意の元xについて， Ax-1

舟∠のとき'Cはnot prjme(n.  P. )to Aという. 

 Definion 2 Aに含まれない任意の84に対し，、望∩

AC-1⊆暮Aのとき'Cはstrongly not prjme(s.  n.  p)

toAという.  c＝(x)のとき・特にxはs.  n.  P.  toAとい

う. 

 Definition 3 ideal Cの任意の元κがs.  n.  P.  to

Aのとき，Cはquassi strong】y not prime(q.  s. 

n. P. )toAという. 

 Proposition l R≒、4であるすべてのAlこ対しA＝

｛yls. n. P. toAである任意のxに対し(κ)＋(ア)が

q. s.  n.  P.  to A｝とおくとAはjdealをつくりA⊇A・

このAをAのs-primal adjoint(ideal)という. 

 Proof. κをs. n.  P.  to Aとする. まずAに含ま

れる任意の2元Yl，y2をとるとき(X)＋(ア〕±Y2)がq. 

s. n.  P.  toAをいう. 任意のz∈(κ)＋(yに1＝y2)に対

し，z∈(x)＋(ア1)＋(ア2)，よってZl∈(x)＋(Yl)がと

れて，こ∈(Zl)＋(ア2)にできる. ここでxのs。 n.  p. 

toA， y1∈Aより(x)十(y1)はq.  s.  n.  P.  toA. 再

び同様にしてzはs. n.  P.  toAがいえる. 故にy1±

y2∈Aである. 

 つぎにx，y1を前と同じとし， Rの任意の元tに対し'

て(x)十(tア1)がq. s.  n.  P.  toAであることは(x)

十(tY1)⊆(r)十(Yl)より明か. 故にty1∈A.  ylt∈A

も同様. よってAはidealになる. 

 最後にA⊇AについてはAに含まれない任意のSA，

s. n.  P.  toAである任意のxに対して， A三:・aを任意に

とるときA((X)一ト(a))一1∩SA ・＝・Ax-1∩/la一ユf)SA＝・A

x-1∩R∩・∫・4 ・. /Ax-1∩SA隼Aより明かである. 

 Remark A(≒R)に対しAはq.  s.  n.  P.  to Aで

ある. 

 Definition 4 A(sfR)がs-prjmal jdealとはAx-1

キ∠とA∋κが同値であることをいう. 

 Rに対してはR＝Rとおき，つねにs-prjmal idealと

する. 以後特にことわらない限りidealはRでないと

する. 

 上のDef. より明からに次がえられる. 
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 Proposition 2 Aがs-primal idealであることと

Ax一lIE Aならばx∈Aであることは同値である. 

 Definition 5 Aのmaximal(max，)q.  s.  n.  P. 

idealとはq.  s.  n.  P.  to A idealのsetの極大元

をいう. 

 容易にわかるように任意のq. s.  n.  p.  to A ideaI

Cを含むmax.  q.  s.  n.  P.  to A idealは存在する. 

事実Cを含むq. s.  n.  P.  to A idealのsequence

                      
A1回忌2⊆…………があるとする. このとき'UAnは明
                    れおユ
かにq. s.  n.  P.  to A. よってZorn's LemmaよりC

を含むmax.  q.  s.  n.  P.  to A idealが存在する. 

 Theorem 1 任意のAに対しAはAのmax.  q. 

s. n.  P.  idealのintersectionとして表わされる. 

 ProofまずAが任意のmax.  q.  s.  n.  P.  to A ideal

Pに含まれることをいう. A∋xに対し(x)＋Pはq. 

s. n。 P.  toAである. 事実，任意のア∈(x)十Pに対

しP内に元pがとれてア∈(x)＋(p)にでき'る. ここでp

はs. n. P. to A，よってAのdefinitionより(κ)＋(P)は

q. s.  n.  P.  toA，故にyはs.  n.  P.  toAである. 

以上より(x)＋Pのq，s.  n， P.  toAがいえた. こ

こでPのmaxmalityより(x)＋P＝P. 。. .  r∈P. 

:. Acp

 逆にx∈∩Pi，(Piはmax.  q.  s.  n.  p.  to A
     i
ideal)のときん∈Aを示そう.  yをs.  n.  P.  to Aと

すると(y)はq. s.  n.  P.  toA，よって(y)を含む

max.  q.  s.  n.  p.  to A Piがある.  ∴(x)＋(y)⊆

Pi. 故に(x)＋(ア)はq.  s.  n.  P.  to Aになるから

xEA. 

 Corollary l Aがs。prima1ならばAはmaximum q

s. n.  p.  to Aであるが，逆は正しくない. 事実tertia-

rityでは任意のideal Aについてter(A)はmaxjmum

q. s.  n.  P.  to Aであるが，すべてのAがtertiaryで

はない.  (後述)

 prjmalに関するdefinitjonその他のことはよく知

られている. 

 Definition 6 任意のAについて Aノ＝｛x l Ax-1キ

A｝ とおく. もし！1'がidealになるとき・Aを primal

idealという. 

 max.  n.  P.  to A jdealのjntersection pl(A)を

Aのprimal adjoint jdealといい， Aがprimal jdeaI
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であることとA'＝・pl(A)が同値であった. 

( ］一 ) ). 

 さて吾々の立場にかえって， ・

 Propositjon 3

 (i)Aはs-prjma1である. 

(Barnes

次の4つの条件は互に同値である. 

 (ii)A'はmaximum q.  s.  n.  P.  to A idealで

 ある. 

 (iii)A'はq.  s.  n.  P。 to A idealである. 

 (iv) A'＝pl(A) ＝ A'. 

 ここでA'はDef. 6によったもので必ずしもjdeal

ではない. 

 Proof (D一→(ij)はProP.  2とCorol. 1とよ

り.  (ii)←→・(iii)は自明.  (ii)→(iv)はTh. 1

よりmaximum q.  s.  n.  P.  to A idealはAに等しい

から. 

 (iv)一一一〉(i)はs-primalのdefinition. より. 

 さて次のことを述べよう. primalityは基本系として

すべてのAに｛3訪＝｛R｝を対応させたときのs-prjm-

alityに一致する. まず，

 Lemma l Aの基本系を｛Sa4｝ ＝｛R｝とするとき・，

Aニpl(A)であり，特にAがprimal idealであること

とAがs-prlmal jdealであることが同値である。

 Proofこのs-primalityでは元κがn.  P.  to Aで

あることと，xがs.  n.  P.  toAであることが同値

である. よってTh. 1よりmax.  n.  P.  to A ideal，

max.  q.  s.  n.  P.  to A idealのそれぞれのjntersec-

tionとしてpl(A)＝Aがいえる. よって更にProp. 3

より，Aがprjmal jdea1←→Aノ＝pl(A)←→Aノ＝pl(A)

＝A←→Aがs。primal idea1. 

 Propositjon 4 すべてのAに対して基本系｛52｝＝

｛R｝とおくとき，つねにA＝p次オ)であり，特にAが

primal idealであることとAがs。primal idealである

ことが同値である。

 以後この場合のs-primalityをpl-primality(また

は単にprimality)といい， Aをpe(A)で示す. 

 次にL. Lesieur， R.  Crojsotにより導入された

tertiarjtyを扱おう. 

 任意のAに対しter(A)＝｛xlA∋bなる任意のbに対

し(b)∩！lx-i隼A｝とおくとき・ter(A)はidealをな

すことが示され，ter(A)⊇Aであった. 

 さらに
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 Definition 7 Aがtertiary jdealとはAxl一≒A

とx∈ter(A)が同値となることである. 

  (Y.  Kurata (3))

 さてこのtertiarityは吾々の基本系としてすべてのA

に対して｛∫謂＝｛すべてのideal C｝を対応させたと

きのs-primalityに一致する. まず

 Lemma 2 Aの基本系｛S2｝＝｛すべてのideal C｝

のとき'θr〔オ)＝オである. 特にAがtertiary idealであ

ることとAがs-primal idealであることが同値である」

 Proof任意のAに対しter(A)はidealであり，かつ

definitionよりter(A)＝｛x l任意のC隼Aに対しC∩Ax一1

⊆にA｝であった. よってter(A)はmaximum q.  s. 

n. P.  to A idealである. よってTh. 1より ter(A)

一A一
D

 次にAがtertiary ideal←→A'＝・pl(A)＝ter(A)←→A'

＝pl(A)＝オ←→！1がs. primal ideal.  (Prop. 3)

 Proposition 5 すべてのAについて基本系｛∫謬

＝｛すべてのideal C｝のときつねにter(A)＝Aである・

特にAがtertiary idealであることとAがs-pimal

jdealであることは同値である. 

 以後この場合のs-rimalityをter-primality(または

単にtertiariarity)といい， Aをter(A)で示す. 

 次にs-primalityのorderについて述べよう. 

 Definition 8 s1-primalityがs2。primalityより強

いとはすべてのs1-primal idealがs2・・primal idealな

ることをいう. 更にすべてのs2-primalがs1-primal

jdealになるとき， s1， s2-primalisyは同等という. 

(4)

 これについて

 Lemma 3 2つのsl， s2-prlmahty のAに対す

る基本系をそれぞれ｛ハ4講，｛瑠｝とする. もしAに含

まれない任意のNA∈｛柑｝について， A＋NA⊇MAか

っM」三八をみたす一MAが｛Mlt4 ｝に含まれるとき， A

がs1-primal idealならばAはs2-rimal idealである. 

 Proof｛M纏，｛N，A｝が条件をみたすとする. いまA

がS2・・primal idealでないとすると， ProP. 3の(iii)

よりAt-1・￥！4，1W隼. 4かつ！lt-1∩NA⊆Aをみたす

ちN't∈｛Nk4｝があることになる. 

 ∴A＝A十(At-1∩IV'A)＝At-1∩(A十NA)

宇部工業高等専門学校研究報告 第8号

！｝At-in(A 十 MA) ＝＝A＋ (At一一1n MA ) . ・. A 1｝ A t 一一1 n MA . 

ここで条件よりルIA隼！1にとれたから再びprop. 3の

(iii)によりAはs1-prjmal idealでない. 

 Corollary 2 2っのs1， s2-primalityのAに対する

基本系をそれぞれ｛ルf諺，｛柑｝とするとぎ，

 ｛M. ''｝⊇｛N，A｝ならばAがs1-psimal idea1ならばA

はs2-primal idealである. 

Lemma 3に於けるi基本系の条件を(K)で表わそう. 

直ちに次がいえる. 

 Theorem 2 s1， s2-primalityのAに対する基本系

をそれぞれ｛Ma''｝， ｛NB''｝とする. いますべてのAにつ

いて(K)が成り立てばsi-primalityは9.  2-primality

より強い. 

 Corollary 3 s1， s2-primality のAに対する基本

系をそれぞれ｛ルr訪，｛柑｝とする. いますべてのAに

ついて｛M諭⊇｛柑｝が成立てばSi-primalityはs2-

primalityより強い. 

 Proposition 6 s-primalityに於てprimalityは

最:弱であり，tertiarityは最:強である. 

 Proof. 前段はproP. 4とTh. 2より. 後段はproP. 

5とCoro1. 3より. 

 最後に任意の強さをもつs-primalityの存在を示そ

う. 

 いまある s-primalityに関するs-primal idealの

Setを. '1(s)で示すとき次が成り立つ. 

 Theorem 3 idealのsetブが或るs-primalityの

7(s)に等しいこととゴ(pt)⊇:1⊇11(ter)は同値で

ある. 

 Proof. 任意のゴ(s)がプ(pl)⊇」(s);グ(te「)を

みたすことはProp. 6より明かである. 

 逆にフ(pl)⊇ゴ⊇」(ter)をみたす注意のご7に対して，

 A∈フなるAには基本系｛3訪＝｛R｝とおき

 B任ブなるBには基本系｛8'｝;｛すべてのideal C｝

 とおく。AについてはAがprimal idealであること

とLemma 1とよりAはs-primal icea1である.  Bにつ

いてはBがtertiary idealでないこととLemma 2とよ

りBはs-primal idealでないことがわかる. よって上

のようにして作ったs-primalityに対してフ＝ ，rf(s)が

成立つ. 

昭和43年12月
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