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有限要素法による弾弓塑性有限長丸橋の

2次元動的応答解析

谷 本 昇＊

Two-Dimensional Analysis of Dynamic Behavior of Elastic-Viscoplastic

Cyljnder with Finite Length by the Finite Element Method

Noboru TANIMoTO

Abstruct

 Dynamic behavior of a cylinder with finite length subjected to longitudinal impact is analyzed by the

two-dimensional finite element method taking account of radial motion and condition of end faces. 

Two kinds of cases are presented in whjch there are no friction and fixation at the end faces.  Con-

stitutive equation of Perzyna type took account of strain rate dependency is used.  Analysis is accomplised

in curvilinear coordinate system.  lnput to output energy ratio is examined as error of the results of numer

ical calculation.  As the ressults of numerjcal analysis by the finite element method， it is found that

radial inertia and interface condition should be extremely considered jn measuring stress and strain by

the thin wafer method. 

1.  ま え が き

 衝撃荷重を受ける固体材料の動的挙動の研究において

主要な課題の1つとして，構成関係の確立があげられ

ている. 動的に変形している固体材料の応力やひずみ

などの測定のためには，応力波の伝ぱを考慮しなければ

ならないために，従来の準静的応力やひずみの測定法を

使用することができない. このようなもとで，動的に変

形している固体材料の応力やひずみなどの測定法として

唯一一iと言って良いほど用いられている方法は，衆知のよ

うにThin Wafer法，いわゆるSplit Hopkjnson Pres

sure Bar法である. この方法は，小さな試験片ではひ

ずみがほぼ一様になるとの前提のもとに使うことにされ

ている. この方法は動的な変形挙動をとりあつかうため

に，縦衝撃問題(圧縮あるいは引張り)でも，半径方向

に慣性力が生じる. また，この方法は試験片の両端に弾

性変形挙動をする固体材料を接続して行うため，試験片

両端面での接続条件が試験片の動的変形挙動に影響をお
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よぼす，したがって，縦衝撃の正しいThin Wafer法

の実験のためには，試験片の形状・寸法は直径ができる

だけ小さく，長さは下面の影響が無視し得るだろうと

考えられる程度の短い中実SLesがしばしば選ばれてい

る. 

 Thin Wafer法の精度に関する研究として，1次元

的とりあつかいとしては，Lindhomi)の試験片捧の長さ

と径の比に関する実験的検討，Conn2)，山田ら3)のひず

み速度依存性を無視した構成関係を用いて行った検討，

村上4)，岸田ら5)のひずみ速度依存性を考慮した構成関

係を用いて行った検討などがあり，2次元のとりあつか

いとしては，ひずみ速度依存性を無視した構成関係を用

いて，試験片長と径との比や，端面摩擦を考慮して有限

差分コード(finite difference code)による理論的検

討を行ったBertholf6)らの研究がある. 

 本研究では，Thin water法の精度に関して，半径方

向の運動と端面条件を考慮して縦衝撃を受ける有限長:丸

棒の動的変形挙動の有限要素法解析を行い，試験片内の

応力やひずみの分布などを求める. 簡当にするために，
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試験片出力端は剛体壁に接しているものとする. 風面条

件としては，両端面で摩擦が零の場合と固着の場合の両

極端の2種類を考える. また，2次元解析の場合と同じ

初期条件，衝撃条件(入力条件)のときの1次元近似解

析も行い. 両者の比較検討も行う. なお変形は微小で，

熱エネルギを無視した場合の解析である. 

2. 構 成 関 係

 固体材料の動的変形挙動の特性の1つとして，ひずみ

速度依存性があげられる. 本解析で用いる構成関係は，

Perzyna7)によって直交デカルト座標系(κりで与えら

れた次の構成方程式である. 

              eF     1
  θ炉2π卵γo〈¢(F)〉砺

  ・ 1 ・
  8乞ゴ＝2π3毎

  ・ 1 ・      crii  eii＝    3K

また，

‘¢(F)'＝ / ¢，('')

for F＞ O

for長(0
(1)

骸:｝(2)

ここで，の(F)は種々の酌数が与えられているが，ここ

ではの(F)?であり，FニVJ2/k-1である.  etj，

殉はそれぞれ偏差ひずみテンソル，偏差応力テンソル

であり，εσ，σ乞ブはそれぞれひずみテンソル，応力テン

ソルである. J2は偏差応力テンソルの第2不変量， kは

準静的降伏応力であり，γoは材料定数である. μ，Kは

それぞれ剛性率(Lam6の定数)，体積弾性係数であ

る. この構成方程式は加工硬化を含み，Hohenemser

とPrager9)の構成方程式の一般化であり7)，金属材料の

ひずみ速度依存性を過大応力(over-stress)の関数と

して導入されたSokolovski-Ma】vern型の構成方程式

を一般化したものであり，種々の下平塑性モデルをその

特殊な場合として含んでいる7)8). 

 (1)式は，弾性成分と粘塑性成分を分離して，次式とな

る. 

   σ・ブーわ瞬・1，

   . h A 一. 一.  oF
   ・乙＝γo〈の(F)〉而

   殉一鴫＋暢

   biゴkt＝λδij・δkt十μ(δikδit十δitδブ鳶)

ここで，

(3)

    右肩の添字eとPはそれぞれひずみの弾性成

分，粘塑性成分を示す. λ，μはそれぞれLam6の定数

である. ドットは時間微分を表す，

 本解析で対象としている:丸棒を考慮して，(3)式を曲線

座標系(θi)に変換する. oi系での反変応力テンソル，

共変ひずみテンソルをそれぞれτiゴ，γijで表すことに

する. xi系とθi系での応力増分，ひずみ増分の間には

それぞれ次の関係が成り立つ10)11). 

1∵灘:∴｝ω

(3)1式に(4)式を適用すると，応力増分と弾性ひずみ増分

の関係が次式で与えられる. 

   離瓢藷轡＋gM、tg。k)｝(5)

ここで，gij，9副まそれぞれ反変，共変計量テンソルで

ある. 

 また，(3)2式に(4)式を適用すると，次の粘塑惟ひずみ

増分と時間増分の関係式を得る. 

    dTe＝ro〈di(F)〉一211E;k，］ dt (6)

ここで，dtは時間増分である. 

(6)式をさらに変形すると次式を得る. 

d・1｝一・・＜・(F)＞4誠曲1(・蜘幽鮪的

一｝ gmngi」・ (gmicgntr'ht＋gsragtnr'St)1 dt

ただし，

    」・一去・襯・'酬

    ・脚ブー去幽・kt

ここでτ吻は偏差応力テンソルである. 

(7)

 (6)式は，軸対称問題のとき円筒座標系で，非弾性成分

の非圧縮性を考慮して次式を得る. 

           1
Are. 」＝rO〈¢(F)〉'2cJVjt｝iZ］rvi l」2

        (gikg」'tT'ict＋gsigt」'r'St) at (8)

ただし，i＝1，2，3をそれぞれ半径，周，軸方向に

とり，次式を考慮している. 

   gll?'33 ＝＝ gll?'e3＝ 1

          1
   922＝r2， g22＝｝一一2

    その他の計量テンソルは零

㈲，(6)式から次式を得る. 

    』乞ブ＝BiゴktdγiCt-dAiブ

ここで，

(9)

(10)
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                    eF
   dA'ブーμγo〈¢(F)〉(9''C 9't＋9乞‘9ゴリ晒〃

⑩式が増分型の構成式である. 

∫。・・蜥〃＋レ・ikNT・'・・dV

    ∫。・賄45＋1。・dFdlPATdPr

29

3. 要素の増分型運動方程式

  ρがツ乞4γ十

ここで，ρは密度であり，が，Vi， Pi， Fiはそれぞれ加

速度，速度，表面力，体積力を表す. ''1''は共変微分

を表す. 添え記号''一''は増分変形後の値を表す. 

 また，次式を成り立つ. 

欝聯裂鵡誹曲強(12)
要素内の任意の点における変位増分は変位関数と接点変

位増分を用いて

   ∠が＝Ψ物がN， ∠Ui＝ψ層〃暢    (13)

となり，また次式も成り立つ. 

   譲凱1凱:蟷｝ (14)

ここで，変位関数ψM'＝伽M＝aM＋bMkθkである.  N，

Mに対しても総和規約に従うものとする. 

また，変位増分の共変微分は接点変位増分を用いて次式

で与えられる11)12). 

    ∠〃・h鞠麟   1

    叢叢蘇討㈲

ここで，r㌃fはChristoffe1記号である. 

(14式をCauchyの微小ひずみ増分に適用すると次式を

得る. 

    d・w'一1(2vψ㌦ノ＋2vψγブのdu「. v      (16)

任意の要素に対して，⑭1式を(1D式に適用し，零でない

接点速度に対して成り立つ条件を考慮すると次式を得

る. 以下，積分は任意の要素に対して適用することにす

る. 

 熱エネルギを無視した場合，増分変形前後の連続体の

エネルギ平衡式は次式で与えられる11). 
 
s  ρ廊εyidV十
 Vs
.
 

ミ:lill;ll魁畿郎£騨州鯉

   ＝S. dPi'W. ndS＋N p dFdcbATdV (18)

⑩，a6)式を用いると㈹式は次式となり，要素の増分型運

動方程式を得る. 

 鷹翌N4ガ翌＋K」M。NriurM＝dAjN＋∠P射＋」FブN

                      (19)

ここで

K・M・N-1。B襯・'9枕惚㌦謹・禰〃

dA」' m＝ 1 vliAiSNT」，idV

dP」iv＝ j gdPNN dS

・F・万一 撃e蜘〃
次に，Newmark13)の加速度係i数β＝1/6，すなわち加

速度が時間に関して線形の場合を考えると，接点変位増

分，接点速度増分はそれぞれ

1認ll:1鋤掴⑳
となり，⑲式に⑳1式を適用すると要素の増分型運動方

程式は次式となる. 

   ejM. . ATdarM＝dRjN

ここで，

α一一｛・み＋告K縣(・')・

1二馬脚綱lll;戯灘｝㈲

⑰式に(1Z式を適用すると次式を得る. 

宇部工業高等専門学校研究報告 第26号

・飾一一K鱈幸一'珪砺(・')・｝

    ＋∠！i玩＋dpjN＋dFjN

(21)

要素の増分型運動方程式⑳を連続体全体に適用すると，

多元連立1次方程式となる. 

  4. 解析結果と考察

 試験の寸法，要素分割は図(1)に示す. Thin Wafer法

で試験片内でひずみが一様になると考えられ，多くの実

験で用いられている寸法を考慮して，直径8mm，長さ

8mmの寸法を選んだ. 

 時間増分は，1次元近似計算の場合はdt＝～/づ/亙4Z，

   2次元計算の場合はAt ＝～/ρ/(λ＋2万∠Zとし

   た. 

    剛性マトリクスの計算にはガウスの求積法を用

いている. 

  昭和55年3月
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 初期条件は，無応力，無ひずみ，静止状態に縦衝撃負

荷が加わった場合を解析するために，応力，ひずみ等全

ての物理量を零とした. 

 衝撃条件は，衝撃端で立ち上がり時間が5μsecで静

的圧縮初期降伏応力7kg/mm2の5倍の衝撃力を軸方向

に負荷し，その後その値を保つようにした(図2). そ

の他の方向では衝撃力は零である. 

 境界条件は，両端面摩擦無しの場合はZ＝・しでの軸

方向速度増分を零とした. また，試験片の対称性から

R＝0での半径方向加速度増分を零とした. その他の加

速度増分は未知である. 両端面固着の場合はZ＝しでの

軸方向加速度増分を零とし，両端面Z＝0，Z＝しで

半径方向加速度増分を零とした. また，R＝0で摩擦無

しの場合と同様に，半径方向加速度増分を零とした. そ

の他の加速度増分は未知である. 

 1次元近似計算の場合には，初期条件，衝撃条件は2

次元計算の場合と同じである. 

 有限要素法解の精度の判定として，各時間増分段階ご'

とにそれまでの入力エネルギと，試験片の運動エネルギ

と変形エネルギの和との差を計算した. その結果を図(3)

に示す. 試験片全体が非弾性域に入ると誤差は時間に対

して線形に増加しているが，衝撃直後数μsecまでを除

き100μsecまでではいずれの場合も誤差は0. 9％以内で

あり，計算精度として信頼できる値であることがわか

る. 

 本解析で使用したPerzyna型の弾粘塑性構成方程式

で用いた準静的応力・ひずみ関係式は2直線硬化型のも

のであり，非弾性域での傾きは300kg/mm2である. そ

の他数値計算に用いた材料定数は，E・一 6900kg/mm2，

ρ＝0. 27×10-gkg・sec2/MM4，レ＝0. 33，γo＝150で

ある. また，本解析での最大ひずみ速度は軸方向で2. 4

×10Ssec'iであった. 

 図(4)は縦衝撃負荷後の軸方向各位置における軸ひずみ

の平均値の分布を示す. 実線，一点鎖線，破線はそれぞ

れ2次元摩擦無し，2次元固着，1次元近似の場合を示

し，以下同様である. 2次元摩擦無しの場合と固着の場

合とを比較すると，軸ひずみ分布に大きな差があること

がわかる. 摩擦無しの場合誌面近傍と中央部との間には

軸ひずみに大きな差は無いが，固着の場合端面近傍と中

央部との間に軸ひずみに大きな相違が見られ，軸ひずみ

の一様性は完全に破られていることがわかる. 

 図(5)は縦衝撃負荷後の軸方向各位置における半径方向

ひずみの平均値の分布を示す. この場合も図(4)の軸ひず

み分布の場合と同様に，2次元摩擦無しと固着の場合と
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の間に半径方向ひずみ分布に大きな相違が見られる. 摩

擦無しの場合は半径方向ひずみの一様性がほぼ保たれて

おり，固着の場合半径方向ひずみの一様性は大きく破れ

ていることがわかる. 

 図(6)は半径方向各位置での軸ひずみの平均値の分布を

示す. 1次元近似の場合や2次元固着の場合の軸ひずみ

分布は2次元摩擦無しの軸ひずみ分布と大きくかけはな

れていることがわかる. 

 これら図(4)，㈲，(6)の軸ひずみ分布や半径方向ひずみ

分布から，2次元摩擦無しの場合ほぼひずみの一様性が

保たれているが，固着の場合はひずみの一様性から大き

く離れていることがわかり，Thin Wafer法による実験

に際してのひずみの測定に関し，試験片端面の潤滑を良

くし，可能な限り摩擦を零に近くする必要があることが

わかる. 

 図(7)，(8)はそれぞれ軸方向各位置，半径方向各位置で

の軸応力の平均値の分布を示す. 2次元摩擦，2次元固

着，1次元近似の場合それぞれ互いに異った応力分布を

している. 

5. む  す  び

 (1)Perzynaによって与えられた直交直線座標系で

  のひずみ速度依存性を示す弾粘塑性構成方程式を:丸

  棒の動的変形挙動の解析に用いるために一般曲線座

  標系に変換した. 

 (2)熱エネルギを無視し，微小変形をとりあつかった

  有限要素法による要素の増分型運動方程式をエネル

  ギ平衡式を用いて導;出し，加速度増分と荷重増分の

  一般的な関係式を求めた. 

 Thin Wafer法の精度に関して，端面条件が摩擦無し

の場合と固着の場合に縦衝撃を受ける有限長文棒の2次

元有限要素法解析を行い，その結果

 (3)，1次元近似解によるによる応力，ひずみは2次元

  数値計算のそれらと大きく相違していることがわっ

  た. 

 また

 (4)，2次元摩擦無しの場合のひずみの一様性はほぼ保

  たれ，固着の場合両端面と中央部の問にひずみの大

  きな相違が生じることがわかった. 

 その結果

 (5)Thin Wafer法によってひずみの一様性を得るた

  めには，試験片端面の潤滑を良くし端面摩擦を零に

  近づける必要があることがわかった. 
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