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準最適制御の一計算法
(状態量に制限のある場合)

松 井 稜 治＊

A Computational Method for Suboptimal Control Systems

with State Constraints

Ryoji MATsui

Abstract

 We presented a metod to simplify the gradient projection method by J.  B.  Rosen and the method

was used to compute the optimal control problem with control constraints. 

 In this report， the method is applied to an optimal control system with state constraints. 

1. ま え が き

 筆者らは先にローゼンの勾配射影法のアルゴリズム3)

を簡単化した手法を開発し，操作量のみに制限のある最

適制御問題に適用し，一応の成果を得た1)・2). その際，

課題として更に複雑な問題への適用可能性を調べる必要

のあることがあげられていた. 今回，そのような性質の

問題として状態量にも制限のある最適制御問題をとり上

げ計算を行なってみたので報告する. 

を

2. 問題の記述

『連続系:

 dx！dt＝Ax十bu
 x＝ (xl， x2， …， xm)

 A:〃1XM定数行例

 b:m次元定数ベクトル

 U:操作量(スカラ量)

 x(O) ＝＝ xo

  1 u］ ［E｛1 1

  1xi 1 S 1

という制約のも乏で，xの最終値を

  x(Tf) ＝O

(1)

(2)

)
)3
4
1

(
(

(5)

  評価関数:

   J一～1'・・dt   (6)

 を最小にせよ. 』という問題に対して，操作量Uをサ

ンプル値制御(0次ホールド)とすれば，上記問題は

         ゐ
 『Xk?kXo＋ΣGk-t h Ut(k＝1，…・. K)(7)
        t一・1

  但し，

   Ut:(e一 1)Ts≦;t＜eTsにおけるuの値

   K:サンプリング区間数:

   Ts:サンプリング周期

             ATs               )   G:状態遷移行列(＝e

   h・～。TSeA(Ts''‘' b dt

  1遅ノ1≦1 (ノ＝1， 2， ・・・…，K)

  1κ列≦1

のもとで

  XK(＝x(K・Ts))＝0

とし，しかも

      ズ
  」』＝TsΣuゴ2
     ブ自1

を最小にせよ. 』という問題になる. 

(8)

(9)

(10)

5. サンプル値制御系における制約条件
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 文献2)により，⑩式の制約はm個の等式条件である

から，K個のujのうちのm個(ここでは最後のm個)

は，他の吻(ノ＝1，2，……，K-m)により表わす

ことができる. 即ち，

     ズ  る
   吻＝Σ！4ル1(C，ノーK一〃1)吻＋C(ノーK＋m)

     ‘一玉

    ?j＿K＋m(u)                   (12)

  但し，

   u＝・(〃1，u2……，UK-M)

とすることができる. 

 従って，操作量に対する制約条件(8)式は，結局

   :Ui≦91＊ (ノ＝＝1， 2， ・・・…，K-m)  (13)，

   ，一 uブ≦;1  (ノ・＝1， 2… …， K-m)    (14)

   ノン≦二1   (ノ＝1， 2， ・∵…，m)    (15)

   一ノン≦;1 (ノ＝1， 2， ・・・…，m)    (16)

となる. . (＊実際には，計算誤差などを考慮して17εu，

eu＜＜1としている. )

一b)状態量に対する制約条件

 連続系の場合，状態量は連続的に変化する. しかし，

サンプリング周期T・が系の時定数に比べてある程度小

さいとすれば，サンプリング区間内の状態量の変化も小

さいと仮定することができる. そのとき(9)式は各サンプ

リング時刻におけるxlの値だけに対する制約であると

近似する'ことができる. 即ち，        、

   嚥←x'(燭1≦1「・x＝＝9x'117)
となる. 但し，各サンプリング区間内でXiがρxを超え

ることを考慮してεxだけ制約領域を狭めている. 

 今，

   6κ一ゴ乃をcc(f，ノ)てゴ＝1，…，〃ちノ＝1，…，κ)

   (義をG」K(i，あk)(i＝1，…，mtノ＝1，…，

   m，k＝1，…， K)

のように表わせば(7)式は

   乞 鵬         ゴ・ ㌃
   ㌦r濁、σK(ちμ)x・＋Aicc. ！i， e＋K-k)Ut

                     (18)

となる. このとき状態量に対する制約条件⑰式は次のよ

うに表わせる. . 

   、斗・(           れゴ，ノ＋K-k)顔≦・2x一ΣGK(らノ，ん          ゴ＝一 1)イ

                      (19)

   義・・(ちノ＋κ一k)ai二≦…＋洋K(ちμ)κ‘

                      (20)

しかし，. k≧K-m＋1に対してはUjが働式のように表

わせるので，鳳⑳式はそれぞれ次のように書きかえら

'れる. 

  ズ                 あ
  Σ〔cc (i，ノ十K一め＋ΣAルt(ノ，4-K＋m)cc (i，

  ゴ冨1             t＝K-m十1

   t十K-k)〕〃ブ

      窩         ブ ㌃
  ≦二島一〔ΣGK(i，ノ， k)x＋Σcc(i，ノ＋K-k)
      ブロ1          0 ゴ＝K唱ηL十1

  c(ノーK十m)〕          ，            (21)

   ズ               ル
  一Σ〔cc(i，ノ＋K-k)＋ΣAルt(ノ，！一K＋m)cc(ち
   」雷1  ・   ，    ・ toK・一一m十1

  ！十K-k)〕 〃ゴ

  ・｛99・＋薩Gκ(嗣・1禽蜘ノ＋K-k)

  c(ノー、K十m)〕                          (22)

    (k＝・K一'm十1，……，K-1)

 以上のようにして，操作量，状態量に対する制約は，

結局，㈱，aの，㈲，㈲， aの，⑯， ag)，⑳，⑳，・㈱式の

め(ノ＝1，2，…，K-m)に対する線形制約条件となる. 

  (なお，操作量のみに制限めある場合，'複数個の恥

を含む制約式の数は，㈱，㈹の2mである. ところが，

状態量に制約が加わると，ag)⑳のうちk＝1を除く全て

が，そのような式に相当し，個数は2(K-2)増加す

る. )従うて，§2の最適制御問題は

  『NTu≦2 .  ・         ，(23)

  但し，u ・＝(〃1， u2，・・. 一， Un)，、(n＝KTm). 

   ハ1＝(nl， n2， …，nne)， (nc＝・4K-2)

 なる制約条件のもとで，評価関数

   J?(u)   .   .   .     (24)

 を最小にせよ』なる非線形計画問題となる. こρよう

な問題の数値解法として勾配射影法が使用できる. 

4. 最適値探索法

 概略の流れ図を図1に示す. 流れ図中のいくつかの事

項について説明を加えておく. 

 a)遷移行列4)

 遷移行列G及びh㈲式)は次のよ. うな級数展開を

用いて数値計算した. 

、6一・一'＋ATs＋オ r書2＋(ATs3/)3＋…(25)

h＝T，(1. t，g｛t＞;. vSl(A;;？22T. s)2. git1？li￥1-Ti. )，3＋. . . )(26＞

b)初期実行可能解

最適制御の計算に勾配射影法を用いる乏き，初期点は

Res.  Rep.  of Ube Tech.  Co11. ， No. 25 March， 1979
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データ読込(ε，Xu，A， B，Ts，K)

遷移行列G及びHの計算

制約条件式係数の計算

「
一 初期実行可能解の探Pt Uo

「
N''

@不能
  ソ 
勾配計算＄o

       ソけト  Ir＄・rlくε  収束

    バリ
［前垂方向一周＄1

   幅μ＼. 収束
    ぬド
［麺テノヱの計算

  矛 果索

   lLL一収束
 ＝，7    ＿一

耐払    不能

収束う'遮

. 副

耳1概略流れ図

制約領域内に(境界を含む)存在しなければならない(実

行可能解). 初期実行可能解を探索するについても，後

述の実行可能方向探索法を用いている. 即ち，満たされ

ていない条件があればその制約境界へ向かう法線方向ベ

クトルを，最適値探索における勾配におきかえることに

よって実行可能解を探索する. 実行可能方向がなければ

実行不能とするわけである. 

 c)勾配計算

 勾配は最急降下方向である. 勾配ベクトルをSoとする. 

 d)実行可能方向の探索

 詳細については，文献1)2)を参照されたい. ここ

では概略のみについて説明する. 

 今，原勾配Soをq(≦:n)個の制約境界(超平面)の

交わり上に射影してそれをSlとすれば

  si ＝ (1' Nq(NqT 7Vq)一1 NqT ) so＝Pq so (27)

いう関係がある3). 

 ローゼンの勾配射影法では，Uがr個の制約境界(超

平面，Hl， H2，……， H。)の交わり上にあるとき，ま

ずその交わり上に射影を行ない，実行可能方向があれば

その方向に進む. ただし，射影を重ねれば重ねる程勾配

ベクトルの大きさは小さくなる. 従って，収束性も悪く

なることが推測される。そのために，ここでは射影をで

きるだけ重ねない方法を探ってみた. 

 今，既にq-1次元の交わり上へ射影が行なわれてい

るとき(S1)，まだ射影勾配S1が複数個の制約境界に対

して外向き(制約条件を侵す方向)であるとき

  max nt‘' si/ ［1 Pq-1 ni ［［

   i

となるような制約境界Hiへの射影を行なう. 実行可能

方向がみつかるまでこれを繰返す. この方法を用いると

交わりを構成する全ての制約超平面への射影を行なわな

くともよい場合がある. この場合，全ての超平面へ射影

するより勾配ベクトルは大きく，従って収束もよいと察

せられる. 

 なお，uゴ ＝ const(制約式内には単独の吻のみが含ま

れる)なる超平面への射影は，文献2)よりわかるよう

に，射影計算は簡単になる. 

 e)許容最大ステップ

 制約領域内で動きうる最大の距離のことであり，求め

方は文献2)による. 

 f)線形探索

 UOから実行可能方向S1，許容最大ステップρ内での

極値を求める. 線形探索の手法については，文献2)を

参照されたい. なお，ILLの値は，0のとき他方向へ探

索続行すべき，1のとき不能，2のとき収束であること

を示す. 

 g)収束判定

 極値をとる点では勾配または射影勾配は0となるはず

である. 従って，勾配または射影勾配がある程度(ε)小

さくなれば収束と判定する. 但し，勾配のみにより収束

判定すると繰返し回数が多く，計算時間が長くなること

があるので，ここでは収束判定条件として，評価関数値

の変化，操盲点Uの動きに対しても，これらの値がある

程度小さくなる場合も収束条件に加えている. 但し，十

分に収束していない場合でも，一回だけの変化値は小さ

いことがあるので，これら変化値については2回分の和

を収束判定の基準にとっている. 

 h)領域内にあるかどうかのチェック

 勾配射影法を用いて最適値探索を行なう時，初期点が

領域内にあれば，原理的には制約領域外へ出ることはな

い. しかし，場合によっては計算誤差などのため外部に

出ることもある. このような場合を考慮して領域内にあ

るかどうかをチェックして，外部に出ている場合には再

び実行司能解の探索を行なうようプログラミングされて

いる. 

5. 計算例，結果及び考察

宇部工業高等専門学校研究報告 第25号 昭和54年3月
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図2状態量:・操作二二に制限のある場合

 状態量，操作量共制約のある場合の最短時聞制御の状

態量，操作量の時間経過を図2に示す.  (Ts 1＝O. 145)
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図5図2の例で操作量のみに制限のある場合

 同一のサジプリング周期に対して，操作量のみに制限

をつけて最適化したものを図3に示す. 図2と図3とを

比較してみると状態量x(3)の形状及び操作量のパター

ンに違いのあることがわかる. 

，O la. O '5. 0

        自［1・J〕. G｛工〕＝rS:O;，133'2 KK: ' Q3 ・

         c， ［. cac c.  e. 
         c.  ' c.  i. ceo :. 
         一1. aos 一2. Gso 一1. 770 i. oas

図4操作量:のみに制限のある場合の最短時間制御

 図4は，操作量のみに制限をつけた場合の最短時間制

御の例であり，操作量メターンがバンダバンダ形に近い

ことがわかる. (サンプリング周期と切換時間との関係

で完全なバンダバンダ形にならない. )
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図5サンプリング周ma T，に対する最適評価関数値

. サ:イプリング区間数を同一(K＝23)にしてT・を変

化させ，それぞれのTgに対する最適な評価関数値を求

めて，図5に示す. 評価関数を最小とするのは凝短時間

制御のT、よりやや大きいTsの場合であることがわか

る. そのときの操作量，状態量を図6に示す. 

 収束性を調べるため，TI ・O. 145とTs＝0. 24の場合

の各計算回と評価関数値の関係を図7，図8に示す. 

 図7はT・・O. 145の例で，Ujの最終値のいく，つかが

Res. Rep. ， of Ube Tech.  Coll. ， No. 25 March， 1，979
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と3回目の間でも評価関数値は殆んど変化していないが

4g)で説明されているように2回分の値の和を収束判

定の基準にとっているので更に計算は進められている. 

1回分の値だけを収束判定の基準にとると，十分な収束

が得られないことがわかる. 

 図8はTs ・O. 24の例で， T・にゆとりがあるためUj

の最終値が全て領域内部にあり，制限のない場合と等価

になっているので，最急降下法の収束性を示しているも

のとしてよい. 

 以上のように状態量に制限のある場合に対しても，本

手法は十分に適用できることがわかった. しかしなが

ら，次のような問題点がまだ残されている. 

 1)型押ゼンのアルゴリズムを実行可能解の探索に用

  いると，計算結果が実行不能となれば，線形制約条

  件の場合，その問題は理論的にも実行不能であるこ

  とが証明できる. ところが本手法については，まだ

  そのような証明を得ていない. 本手法による計算結

  果が実行不能となった場合，真に実行不能といえる

  かどうか，或いはそうでないときどの程度の問題に

  まで適用できるかどうかを明らかにする必要があ

  る. 

 2)図2は，ex ・・ O. 001とした結果であるが，サンプ

  リング区間の申間でx3の値が所により1. 0を0. 005

  程度超えている. 工学的にはこの程度の誤差は大き

  いとはいえないが， この量を減少させるにはεxの

  値を大きくとればよい. 例えば，εx＝0. 005とする

  と超過量は0. 001程度，更にεx＝O. 01とするとサン

  プリング区間内でも超過はなくなった. ただし，

 'exの値は一一般的には系の時定数などとの関係で決め

  てやるべきであろう. 

6. お わ り に

・×

 ×
. XXXSM一

t
i b 2 la.  6 is io i'2 i4 i'6 1'6 2h，

 図8Ts＝0. 24における収束状況

境界上の値をとっていて，勾配射影が行なわれている場

合で収束性もかなり良いことがわかる. 特に第一回目の

計算で4d)の手法が有効に働いている. また，2回目

 本研究を進めるにあたって，九州大学工学部高田勝教

授，毛利彰助教授より多大なる御助言をいただいたこと

に感謝いたします. また，計算に際して卒業研究の諸君

より多大なる協力をいただきましたことに謝意を表しま

す. 

 なお計算及び作図には，本校計算機室TOSBAC

3400，九州大学大型計算機センターFACOM 230-75

及びFACOM M-190を使用した. 

宇部工業高等専門学校研究報告 第25号 昭和54年3月1
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