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THE NECESSARY CONDITIONS OF THE SADDLE POgNT

IN THE THEORY OF DIFFERENTIAL GAME. 

Yorge NAGAHISA・k

                                  Abstraet

  This article deals with a differential game with fixed time interval.  ln the the ease that the

game乃α5αsaddleρ0幅the〃θCθ∬卿CO〃痂0π3，画C耐乃θsaddle PO'nt脚5'5α''功，催
fo rm ula ted. 

1.  lntreduction.  ln this article， we shall specialjze the general theory of saddle point jn (Ref. 1) to a

differential game with fixed time jnterval. 

  In section 2， we shall introduce a certain class of， two-person differential game， and some

definitions.  ln section 3， we shall jntroduce some assumptions for the differential system， and

assuming that ｛he differential game has the saddle point， we shall show that the saddle pojnt is

transformed to (6i， G2， Ai， A2)一saddle point obtained in (Ref.  1).  ln section 4， we shall formulate

the necessary conditions whjch the saddle point muti t satisfy， and give its proof. 

2.  Formulation of the Differential Game and Saddle Point.  ln thjs section， we shall formulate a

certain class of， two-person differential game， the so called game of degree， and its saddle point. 

  Let G be an open set in Rn (an n-dimensional linear vector space)， let U and V be arbitrary (but

fixed) sets in Rr and RS， respectively， and let I be a bounded open tjme interval.  Let 9u (or . O.  v)

be set of all functions defined on I whjch are measurablei)， essentially bounded， whose range are

contained jn U (or V)， and let 」 be a closed time interval such that

         J＝: (tl， c2) C 1. 

  In order to define the differential game， there must given :

(i)acontinuous function f(x， u， v， t) from G x Ux V x l into Rn and a real valued continuous

     function g(x， u， v， t) from G x Ux V x l into Ri which are of class Ci with respect to xEG

     and measurable in (u， v， t) for every fixed x E G，

 (ii) 興 real valued continuous functionsαi(x)， i＝1， ……， 〃1， βブ(κ)， ノ＝1， ……， 1， (〃z＋1≦n)，

     and r(x) defined on G and of class Ci with respect to x E G. 

  Now， we can formulate the differential game. 

  Player P 1 wants to take his strategy u(t)E2u such that.  u(t) and x(t) satisfy

      多f一∫(・・〃…')・・(・・)一・・，t∈・    ・   (2・1)

     ai(x(r2))SO， i＝1， ・・・・・・…， m， (2. 2)
minimize the payoff function P(u， v) defined by

                      E2

     P(u， v)＝r(x(r2))＋Sg(x， u， v， t)dt， (2・3)
                      τ里

and player P 2 wants to take his strategy v(t)E2v such that v(t) and x(t) satisfy (2. 1) and

                                                                                        @1)In this paper・measurabillty is重。 be understood in the following sence:af叩αion ls measurab］e if

   the preimage of every Borel set is a Borel set. 
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     βブ(x(τ2))≦0，        ノ＝・1， … 。・・… ， C                                 (2●4)

maximize the payoff function P(u， v) defined by (2・3)， where co E G is the initial state of the

game. 

  In this paper， let us use the words ''optima！ strategy'' and ''saddle point'' as following sence. 

D，fl。iti。n. 2・1. (lj The・t・a'・gy ti∈9。'・the・蜘・1・'・・'・gy・/勘・・P1， if a・・'f珈・(2・1)

and (2 .  2) for any v E 2v， and satisfies the relation

     max.  P(ti， v) ＝＝min.  max.  P(u， v)， (2'5)
     vE 2v uE 9u vt［！ 9v

(2) The strategy V E 9 v is the optimal strategy of player P 2， if V satisfies (2. 1) and (2. 4) for

any u E gu， and satisfies the relation

     min.  P(u， Sv)＝＝max.  min.  P(u， v).  (2'6)
     uE 2u vE 2v ，uE 9u

Definiti・n. 2・2.  lf the・ptimal strategies ti‘～ηゴラ・∫わ・'乃抑yθア∫5α'励， the relati/・π

     P(u一， v) ＄.  P(u'， V) :;lg P(u， V)， for every uC 2u， v E 2v，

then the卿・∫・'rat・gies(u， v)is・ca〃ed the S・ddle P・'配・/the 9α鵬a・d伽吻「ect・・ア死(')

corresponding to (ti， V) is called optimal trojectory. 

5.  Assumptions for the Differential System and Preliminary Results. 

  In this section， in order to obtain a meaningful necessary conditions for the saddle point， we shall

introduce some assumptions for the differential system.  And we shall trans. form . the differential game

into a game in a real Banach spase. 

Assumption. 、Forθy〃アノ加。''o〃5 u(')∈・22e and y(')∈2v，and everアcompact set X o∫(｝・there exist

加α'・〃瑚、(t)a・dm，(')， i・t・g・able・ver 1・a・d p・・3'∂1アゴθρ・〃伽9…(t)・・(のa・d・2～5〃ch伽'

      げ(・，〃(・)，・(')，・)1≦m・(・)・∂ノ(x・''(Z'tyi V(')・')≦m・ω・

t ［g(x， u(t)， v(t)， t)Lg. m2(t)， i-9｛tll一1:NL(X' ！1'S！(Lo)srV！一y-Lu｛一(t)' t)一1 :. ss: m2(t)，

for every x E X and t E 1. 

Here， vertical bars denote any vector norm in a finite dimensional linear vector space. 

  Let xO(t)， tcl be the function of t satisfied the differential equation

      n」'iiiSQ-Ot(t) ?'(x(t)， u(t)， v(t)， t)， xo(t2)＝ o， tEL (3 ・ i)

If xo(') and x(t) satisfy the differential equations，(3 ・ 1) and (2・ 1)， respectively・ then the n十1

dimensional vector valued function v
      z(t) 一＝(:？5)'))， tE i，

satisfies，the differential equation ・
      一！！t｛iil？(tt)一一一＝?(z(t)， u(t)， v(t)， t)， 2(Ti)＝＝zo， t Ei 1， ' (3. 2)

where，

      F(z(t)， u(t)， v(t)， t)＝＝［gf((X. ((f)); ''. ((;)); V(，3; f)))・ zo＝(，O，)'

  By assumption， the following lemma evidently holds. 
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L・mm・・3・1伽館ア加φ・〃・〃(')∈9…4・(t)∈2v・:卿…η・・卿・'・・'Z・f' R'×(;・ ・here

exi・t・・加・ti・n・m(t)，'・'・9・abl…θ・1・吻・∬'6か、吻・〃伽9伽(t)，・(t)，. 卿Z，・〃・励・t，

      lF(，， . lt)， . ，(t)， 一t)ls一. (t)， ・lngF(Z， U(t. )， V(t)， t) 1.  ＄m(t)，一 ・.  ，.  ;，. . // …'

for everyzEZ andtEL . .  ''' @. . ，  Letξi(z)L '＝1， …………，〃z andζゴ(z)，ノ＝1， …・・:…， ！be』a functjons defined by

     6i (z) ＝＝ ai (x)， i＝ 1， ・一一一一， m， '

     ζブ(z)＝1βブ(κ)，       ノ＝1， ・… 一。・・， ！                                          '

for every z＝t(e， x)ERi x G. 2) Then ei(z)， i＝1， ・・・・・・…， m and C」'(t)， 1'＝1， ・・・・・・…， e are real

valued functjons defined on RixG and of class Ci with respect to z E RixG.  Let

     q(2) ＝＝r(x)十xO， for every z＝＝t(xO， x) E Rix6. 

Let . C. '，. ''denotes the space of af all n十 1 dimensi，cnal vector valued continuous functions defined on J

with sup.  norm topology， i.  e. ，

     Hz ［1＝s〃P.  lz(')トmax. 1z(')【. 

          t∈」，     '∈ノ

Then the space 穿is a real Banach space・Let :多！1＝＝Rm＋1 and 多2＝Re÷ユ， with ordinary Euclldian

norm.  Let Ci and C2 be the subsets defined by

     Cl＝｛e＝＝t(eO， ei， 一・一・…， eM); ei ＝/.  O， i＝O， 1， 一・一・一・， ，n｝，

     C2＝｛e＝t(eO， ei， ・一・…一， et); eOE. il;一〇， e」' 一S｛一〇， j＝1， ・…一…， e｝，

                                   ，

then the ses CI and C2 are closed convex cones in 多1 and :多〆2， such that｛じ「σF＝CI and

｛C20｝ ＝＝ C2 .  3)

  Now， let us assume that the differential game given jn secton 2 has the saddle point

(u一(t)， P(t))E2uxgv， and the x一(t)， t E J， js the trajectry corresponding to (ti(t)， V・(t))， i.  e. ， the

x'一 it)， tE J， js the optimal trajectory， and let hiO(t)， t E J，'be the solution of (3. 1) corresponding to

(u一(t)， )(t)).  Let gz'(t)＝t(hiO(t)， x一(i))， tEJ， then z一(t)， tEJ， is a solution of (3 . 2) correspondjng to

(ti(t)， v(t)). 

 Let A i and A2 be the subsets in . ‘，，x！;'defined by

     Ai＝｛zE . f2f' ; ¢'d'(一tt) ?(z(t)， u(t)， 'V(t)， t)， uE 9・.  ， z(vi)＝zo， tE J］，

     A2＝lzE ttt. f'''' ;一！1:tl Q一(tt) ?(z(t)， ti(t)， v(t)， t)， v E 2v， z(Ti)＝zo， t(1 J］，

respective】y・ and let(ヲl and (72 be the functions from穿into 多！1and窪多/とdefined by

べ欝))！   『
G，(，) ＝ ［q' (Z(Tc2？1，1. i(，q')()一z(r2)) ｝1，

            ( ，y. i(， ('，・，)) ，)

respectively.  Since ti(t) C 2u and i'(t) C一 S2v， 'z'r E Ai and 一zL E A2， i.  e. ，

                  Z一 t'一 Al n A2.  ( 3 ・ 3 )

2) The symbol t(. ) means the transposed matrix of the matrix (. ). 

3) The symbol SO means the interior of the set S. 

   The symbol 一s means the closure of the set S. 
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Si・ce・ti(')・ラ(')・・e th・・pt」m・1・t・at・gi…fp1・y・・P1・・d P 2， re・p㏄t，・ely，，。

     ξi(乞(τ2))≦;Onl ∫＝1， ・・・・・… 。， 〃1，

     ζノ(z一(r2))≦0， 」ノ＝1， ・… 。・… ， C，

     OP(～(τ2))一q(2(r2))＝0. 

By virtue of the def重nitjons ofσ1， G2， CI and C2，

     σ1(z)∈Cl andσ2(乏)∈C2.     '  『                (3・4)

】Let z1∈Al and gl∈！霊2.  By the definitions of optimal strategies，

     ξt(～:2(τ2))≦0・ i＝1・ 。・・・・・・・・… ， 〃1，  ψ(22(τ2))一¢(乏(τ2))≦0，

     ζノ(Zl(τ2))≦0・ ノ＝1， ・・・・… 。・， t，   q(Zl(τ2))一〇P(2(τ2))≧0. 

It fo110ws that

     σ1(z2)∈CI    and    G2(Zl)∈C2. 

Therefore，

     σ1(z2)∈C1，           for every        z含∈！42，               (3・5)

     G2(zl)∈C2，           for every        zl∈！l l.                (3・6)

Suppose that there exists a z'∈！Il such thatσ(2')∈Clo， Then

     ξi(z'(τ2))く0・ヂ i＝1， …… ， m and q(z:'(τ2))くq(乏(τ2)). 

Therefore， the z'(')＝‘(」ピ。(')， x'('))， t∈J， satisfies that

      禦L-Jf;(・'(')， u'(')， v(')，')，楓〃'∈2〃，

     αi(x'(τ2))く0，片1，……，m，

and

     P(U'，のくP＠の，

where，

                       アオ
     P(t r'u， v)一・(・'㈲)＋～・(・'(・)，・'('い(')のd'. 

                       τi

This cgntradicts the fact that ti(')∈2u is the optimal strategy of player P 1. Therefore，

     ｛z;σ1(z)∈Clo， z∈！｛1｝＝・φ. 4)                               (3・7)

Similarly，         ・

     ｛z;(ヲ2(z)∈C2ρ， z∈！12｝＝・φ.                                 (3・8)
                 1

Since まグ1 and 多2 are real Banach spaces， by(3・3)一(3・8)， and Ref.  1， Definition 3， the

乏∈2ゴ''is the(σ1，σ2， Al，！12)・saddle point.  That is， the following lemma ho】ds. 

Lemma. 5・21アthe differen'ial game introd〃ced in section 2 has'加saddle point(ti(t)，亨('))∈2u×s！v，

andヴaを(')， t∈」. is'he sol〃tion of the differential eq〃ation(3・2)correspo〃ding'o ti(')andラ(')・

∫乃θπ乞'5the(σ1，σ2，/｛1，・42)・saddte point introd〃。α1加Ref. 1. 

  For z(')＝(zo(')， zl(')，………， zn('))∈二象''，1et

       ・一(ρ㏄(Z(T20zo))・墾〃(譲2))一・一……・∂ψ砦多2)))・     (3・9)

     ξzl・一(∂ξ乞(z(τ2    0zo)L・∂ξご(畿3))・…一…・・一∂ξ乞髪！12)))・'一L一・・m・  (3・1・)

     ζ1一(∂ζブ(Z(τ2    0zo))・∂ζゴ(ll12泣一・一…一∂ζ'(1舞2)))・ノー1……・…，・・.  (3・11)

4) The symbol ¢ means the empty set. 
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and let

giz＝＝
m/i，1' )・ g2z一 E，i ］，・ (3ei2)

Then， the following lemma holds. 

Lemma.  5. 5 At the point 2 E . lr ， the following relations are satisfied ;

     σ1(乏十εア)一(71(を    e) →9rz，加剛∈9，

                      S，o

     G2tgi」一g2？一:！liis｝. ！ll( 1)一z＋ey)G2(Z) T. 一;. 一6一＞g，2forevery z E・f｛Y''，

                      ア→z

and・・he伽・伽・91言・〃d g・i a・e''・・a・一C・漁・〃・加ct・〃・伽牙緬町4〃4竃，「espectively・

Proof.  Since the functions ei， i＝1， ・・・・・・…， m， and op are of class Ci， the following relation is

satisfied ;

     σ・(z十εア)一C・(の一∂σ'(ぎ1τ2))・y＋・(・・)・f・・eve・y・〉…∈牙，

where o(ey)/E 一一一一一1＞ O as e一)O uniformly.  Since q(Z(r2)) is constant，

     OGiG(r2))一. .  .         51';一)一一＝:一:一一'一''?'ii・

Therefore

     σ1(乏十εア)一(;1(乞     e)一9・、(y)＋一〇(1ア)f・rev・ry・F＞…∈2'，

Then

     σ1(乏十εア)一σ1(乞    s)一門。・9. ・・(・)・f・・ev・・y・∈7. 

                      ア→z

Similarly，

     eqt(Z＋eY)一. cat(Z) tig一;，一a＞ g，i(z)， for every z E. ‘一Z. ''. 

                      ア→ξ

It is obvious that gii and g2E are linear continuous functions from SJ''' into tZi and :7＞S， respectively，

b㏄ause g1をand g％are(〃1＋1)×(n＋1)and(t＋1)×(〃＋1)matricies・respectively・ (Q・E・D・)

 Let Hi and H2 be the setS defined by

    Hi＝｛F(z， u(t)， ''v''(t)， t) ;u(t)G2u， tE 1｝，

    H2＝｛F(z， ti(の， v(の，');v(')∈2v，t∈1｝. 

By Gamkrelize， th and H2 are quasiconvex (Ref.  2). 

 Let us consider the following linear variational equation of (3 .  2) along the solution 'iJ(t);

     ＠，gz，'P''一∂F(乏(')， 諏(')，  y('        oz)のδ・・(')＋・F・⑳・ti(・)・. i(')・')・tE ・・

              6Fi E(Hi) 一U，F， 6zi(Ti)＝OE Rn-1， (3. 13)
     4δz差1')一∂F(z(')・t'(£・ツ(')・')δ・・(')＋δF・(2(')・17(')・ラ(・)・')・唱

              o'' F2E (H？) 一一 F， 6z2(ri) ＝＝ OE R''＋ i， (3 . 14)

                        宇部工業高等専門学校研究報告 第18号 昭和49年3月



   6 ・  ・ . Yorge Nagahisa ，   ，
where (th) and (H2) are convex hull of the families Hi and H？， respectively， and

'F一一F(Z(t)， ti(t)， V(t)， t).  Let ¢(t) be a nonsingular matrix function that satjsfies the equation ;

      4祭')一∂F(2(t)， ti(t)， V(t        oz)・')・(')・  . ・(・・)一E・   (3・15)

where E is the(n十1)×(n十1)ldentity matrix， then the solutions of(3・13)and(3・14)are given

by

                ！

     6zi (t) ＝¢ (t) S ¢一1(s) SF， (？， ( s) ， ti (s) ， V(s)， s) ds，

               Tl

                ！

     6z2 (t) ＝ di (t) S ¢一1 (s) 6F2 (z' (s)， ti (s)， V( s)， s) ds. 

               Tl

Let Ki and K2 be the subsets in . fitr''defined by

                               t '    :

     K・〒｛δZ・∈牙・δ・・(')一・(・)1・一1(・)δF・(2(・)・ti(・)・ラ(・！・・)d・・δF・∈〔H・〕一F・・∈」｝・

                               71 ，

     K・一｛δZ・∈22・δZ・(')一φ(')1・一1(・)δF2(乏(・)…(・);V(・)， S＞・ds・δF2∈〔砺一ア・・∈」｝・

                               rl

Then the following lemma holds. 

Lemma.  3. 4 The subsets Ki and K2 be convex sets such that

     OEKiCLC(Ai， 2) and O EK2CLC(A2， 2)， . ，
where LC(Ai， 2)， i＝1，2， mean the local cones of Ai， i＝1，2， a t 一z defined by Ref.  1， Defin ition 2. 

Proof.  Since IP E Hi， it follows that O E (Hi) 一一a Therefore， O E Ki.  Because of convexity of the

set (Hi) 一F， it is obvious that Ki js convex set.  Let 6ziEKi， i.  e. ，

                壱

     6zi (t) ＝ di (t) S ¢一i(s) 6Fi (Z(s)， a(s)， V(s)， s) ds， t E J，

                rl

whereδFl(z(t)， ti(')，ラ(')，の∈〔Hl〕一ア.  Since th is quasiconvex， there exists， for every

eE(O， 1)， a function ke(z， . t) from Ri，x G x l to Rn＋i， in class Ci with respect to z， and depending

on 6 Fi and e， such that

     (ア十εδF1十kε)∈1五 .                             '(3・16)

 (see Ref.  2， pp.  111).  Now let us consider the perturbed equation ' . 

      ゴ書1')一F(・(・)・a(')・ラ(')・')＋・δF・(・(')・a(・)・V(')・')＋k・(・(・)∴)・. 1 (3・17)

It is not difficult to show that， if e＞O is sufficiently small， then the solution z(t) of (」 . . 17)，

satisfying the initial condition z(ri)＝＝2(ri)， exists for Ti;E. ;，tS T2， and has the-form

      z(t)＝＝乏(')十εδZi(')十・o(ε)，    τ1≦'≦τ2.   '          ・        『.       ，           (3 ●18)

where o(e)/e一＞O as e一＞O uniformly in t， ri;:S｛. t:ST2.  By vjrtue of (3. 16)， z(t)EAi. 

Therefore，

      z一一〉 z， 一g一一(z-z) 一〉 6zi as ' e一＞Jo.  ・i '
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By Varaiya(Ref. 3)，                                               '

     δZl∈LC(Al， z). 

Therefore， Kl is convex set such that

     O∈Kl⊂、乙C(Al，乏). 

Similarly， we can show that K2 is convex set such that

     O∈1(2⊂LC(A2， Z). '                                     (Q.  E.  D. )

  By the Lemma. 3。2，3・3，3・4， and Ref. 1，Theorem， the following lemma holds. 

L・mm・・3・5・Ther・・畑ア・＊∈貿＊and y2＊∈竃＊・no' b・th ・e「・・such that5)

     ア・＊(9・2(・・))＋ア・・(9・2(・・))≧O f・r e・・η  z・∈κ・，層    (3・19)

     ア1＊(9iE(z2))十ア2＊(g22(z2))≦0  /br every    z2∈1(2，            (3・20)

     ア1＊(σ】L(乞))＝0，                                                       (3 ・21)

     ン2＊(G2(z))＝＝0，                                                                   (3 ●22)

     ア1＊(ア1)≦0     /br every       ア1∈C1，                                          (3 ・23)

     ア2＊(V2)≧0   /br everγ    ア2∈C2.                            (3・24)

4. Necessary conditions for the Sadd藍e Point。 In this section， we shall formulate the the na㏄ssary

conditions and give its proof by use of the results obtained in section 3. 

Theorem.  Lθ'(ti(')，ヲ('))∈2・u×9v be the saddleρo'〃'q〆the diffe rential game/brm〃lated in section

2，α〃d1θ'2(')，τ1≦'≦τ2， be the solution o∫(3●2)correspo〃ding'o ti(')，ラ(').  Then there ex'sts an

absolutely continUOUS veetor valued fu〃‘''0〃ψ(t)，τ1≦'≦τ2， and Ha〃iiltionian fu〃etian H(Y・，Z，〃，y，')，such

that E(')，ψ(')，τ1≦t≦τ2， satisf」， theノ∂〃0痂9」Ua〃iilto〃ian Sアste'π()f equations/br al〃lost a〃'，τ1≦t≦τ2＝

                                                                   ノ
      4奮')一∂H(ψ(')・2('なψ冴(')・ラ(')・t)一F(乏(')・・(・)・ラ(')・')・   (4・1)

     雪1'L一∂H(w(t)・乏('髭躍(')・ラω・')'一一ψ(')∂F(2(')・冴ll)・ヲ(')・の・  (4・2)

and 3〃ch伽'the inequa伽es

     H(w(t)， 乏(')， 痴(の， y， ')≦H(ψ(')， を(')， ti(')， ラ(')， ')≦H(ψ(')， 2(')， 〃， ラ(')， t)，    (4・3)

hold/brθyθηU∈σand V∈7.  Further，ψ(')，τ1≦:'≦τ2， satisfies the terminal CO〃dition:

     ψ(τ2晦＋禽・・ξ嬉・・ζ1・・       (4ボ4)

w厩・乞・'一L……)m・…ノー1・……M姻・ar・・ω1〃励…副ξ1， i-1，一・， m，ζ1，

ノ＝1， 。。… 。.  ！ c～ndψを are part'al deiゼyo''yθ∫ oL〆●ξi，・'＝1， ・・… 。， m， ζブ， ノ＝1， ・・。・。・t and ca at the

poi〃t乏(τ2).                ・

P「・・f・Si・㏄・pace・貿・nd竃・・e R開and R‘＋1・・e・Pe・・i・・1y・貿一貿＊一Rm＋1 and

乏多/2＝ ≦多/2＊＝・Rt＋1.  Therefore， by(3・12)， (3・19)and(3・20)，

                    れ             げ

     (・〇＋μo塊(・・)＋Σ・乞歌・・)＋Σμ綴(・・)≧Of・・ev・・y・・∈κ、，   (4・5)

                    i置1         ゴ＝1

                    れ             ど

     (・〇＋μo塊(z・)＋Σv乞ξ1(・2)＋Σ〆ζ1(・・)≦Of・・ev・・yz・∈K，，   (4・6)
         '        i-1          ゴー1

5) The symbol :7/＊ represents the conjugate space of y7
                                  '
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where｝，lee＝‘(vo， y1，………， vm)∈Rm＋1，ア2＊＝‘(μo，μ1，………，μり∈Rl・ ＋1. 

By the definitions Kl and K2，                 '

           三2

     ・・(τ2)1・一1(・)δF・(2(・)・・(・)・ラ(・)・・)ゴ・≧・        (4・7)

           τ1

for everyδF1∈〔伍〕一戸， and

           l2

     ・φ(・・)S ・'''(・)・F2(2(・)…(・)・ラ(・)・・)ゴ・≦・        (4'8)

           τ1

for everyδF2∈〔H2〕一ア， whereπis the n十1dimensiona1 vector:

                   れ         ゐ

     ・一(・・＋μ・)o・2・＋Σ・嵯＋Σμブζ1・

                  iヨ1     ブ冨1                          '

Now let us defined the functionψ(t)as foUows:

     ψ(t)＝πの(τ2)の一1(')，   t∈」.                                   (4・9)

By(4・7)， (4・8)， (3・15)and(4・9)， the functionψ(')satlsfies the followlng relations:

     τ2

      1ψ(')・F・(Z(の・・(')・ラ(の・，のdt≧・ ，      (4'10)

      τ1. 

for everyδF1∈〔∬1〕一F，      『

     τ2

     1・・(・)δF・(乏(')…(')・ il(・)，・)dt≦・         (4. 11)

     71

for everyδF2∈〔H2〕一F，

     一4当1')一一(δ馳∂F(z(t)・擁ll)・ラ(')'の  f・・alm・…11 t∈J・ (4'12)

     ψ(τ2)一・.                  (4'13)
N。w，1，田(ψ(')， z(')， a(t)，ラ(')，の，'∈」， b・th・H・milt・・i・n f・ncti・n d・fin・d by

     H(ft！， (t)，、(')，π(')，ラ(')，t)一ψ(・)F(・(')，卯)，ラ(')・')・       (4●14)

Since・Z(，)， t∈J， i・th…1・ti・n・f(3・2)・・rre・p・ndi・g t・di(t)・・dラ(')…dW(')・'∈J・is the

、。1。ti。n。f(4. 12)， th・・e1・ti・n・(4・1)・nd(4・2)・・e・ati・fi・d・n」・L・tρb・th・・eah・mbe「

such thatρ＝vo＋μo， thenψ(t) sat量sfies the relation (4 ・4) at'＝τ2・

From(4・10)， (4・11)and from the definitions of HI and H2・

                                γ1     ア 

     1'i・(燗')・・(の・ラ(')・・)d'≧∫ψ(')F(2(・)・・(・)・ラ(')・・)dt・   (4. ●15)

                                丁2     τ1

                                71
     ご 

     1ψ(・)F(乏(')・煎い(')・')4'≧1ψ(')F(乏ω・・(')・・(')・')dら    (4●16)

                                τ2     τ1

f。，eve，y 。(，)∈2。・・nd・(・)∈9v. Th・fun・ti・n F(・，一〃・り)i・c・ntinu…with re・pect t・''・y・and

'. By G・mk・elize， th…e！・ti・n・(4・15)and(4・16)m・an th・t

     ψ(')F(z(')，〃，ラ(の，')≧ψ(')F(乏ω，痴ω・ラ(・)・')≧ψ(')F(2(t)・ab(')…')・

f。，alm。、t、11，∈」.  these f。11・w th・t th・・el・ti・n・・(4・3)h・ld・Thi・c・mp1・t・・th・p…fof the

                                                                           (Q. E.  D. )

theorem.  、        ，
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