
ベキ分布を与える確：率過程

山  岸  憲  治

1 はじめに

 最近様々な分野で確率分布がベキ分布Dとなる例が報告されている。その

一つとして1995年ボストン大学のStanley達による株式市場のデータの株

価の変動についての分析がある［1］。彼らは，コンピュータに蓄積された

S＆P500のインデックスの変化について調べた。その結果は，驚くべきこ

とであった。株価変動の分布は，以前に信じられまたデリバティブの価格計

算の暗黙の前提となっていた正規分布ではなくべキ分布であった。正規分布

の場合には，平均から標準偏差の3倍以上離れた大きな変動はほとんど起こ

らないことを意味している。一方ベキ分布では，分散が発散していて大きな

変動が頻繁に起こりうる。

 例えば金融派生商品は，そもそも保険をかけるためのものである。その一

つであるオプションの価格は，BlackとScholesの方程式を用いて求める

［2］。もとになる方程式を構成する前提には伊藤のレンマがあり，それは価

格変動の分布を正規分布としている。現実がベキ分布であれば，正規分布で

予測した価格は現実離れしたものとなり保険のはずがリスクの大きなギャン

ブルとなってしまう。現実とそぐわなければいっか破綻する。デリバティブ

を扱う米国LTCM社の数年前の倒産はその例であろう。

 一つの網にかかる漁獲量もベキ分布を与える一つの例である［3］。魚は群

れをなして泳ぎまわっている。その大きさが大きい群れほど，ある海域で泳

ぎ回る群れの数が少ないことは想像がつく。その大きさの平均値からのずれ

注1）幕分布。以下ではカタカナ表示する。
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はやはり正規分布程度のものであると考えるのが常識であろう。しかし長年

にわたって蓄積されたデータは，魚の種類は限られているがベキ分布を示し

ている。

 日本の会社の所得の分布もベキ分布である［4］。100億円以下の所得層の

会社は，その所得を横軸にとるとべキ分布にしたがった構造をもっている。

また会社の成長率についてもベキ分布であることが指摘されている［5］。

 そのほかに雲の中の雨滴の大きさの分布など理科学的な多くの分野にこの

べキ分布が見られることが知られている［6］。

 ところで先のStanley等の論文は自然科学の論文を掲載するNatureに載

ったものである。またStanley自身統計物理学の専門家でありその物理学

的解析手法を株価の変動データに用いてこの新たな発見に導かれた。

 経済学は，数理的学問であるがその方法論は物理学のそれとは異なる。経

済学は，簡単には実験できない分野であることがそのおもな理由である。ま

た現象が複雑すぎて原因と結果を一意に結び付けることが困難ということも

あろう。しかし，我々の社会もまた自然の中の営みであり何らかの法則に支

配されていると考えるのはそれほど間違っているとは思われない。物理学的

な方法論が，経済学で要求される政策的な答えをすぐさま出すことができな

いにしても，その基本的部分にたいして経済学とは異なった描像を提供する

ことは有益なことに違いない。

 Stanley等の仕事は，株式市場の状況を反映するデータを分析しそこから

ベキ分布という経験則を導きだした。物理では，この段階を現象論的段階と
   

呼び，より本質的な新たな理論の模索に入る準備段階としている。新たな段

階に入るためにはモデル化が必要で，株価の場合では，株価の変動がベキ分

布になるような市場のモデル化がそれである。例えば株取引の実際を反映す

るような株取引の理論モデルがそれにあたる。物理の場合には経験則にあう

ような様々なモデルが提出され，その中であるモデルが生き残るためにはそ

のモデルに基づく新たな予言とその実験的検証が行われる必要がある。関連

した実験のできない株価の変動について新たな予言に結びつくような市場モ
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デルがあるかどうか定かではない。しかし同じく実験が難しい宇宙構造につ

いてもデータの蓄積とモデルの検証によって宇宙の描像が徐々にはっきりし

てきている。市場モデルについても，それが正しいモデルであれば株価の変

動についての基本的知識となり，社会全体に大きなダメージを与える暴騰や

暴落を避けるコントロールの方法を暗示し予言できるかもしれない。

 数学的側面について述べると，現実に適用する意味で一般性のある確率・

統計的数理を用いた学問として確率過程の理論は重要である。統計物理学ば

かりでなく遺伝学などこの理論を利用した生物学の分野があり［7］，これら

の経験を有効に利用することで社会や環境問題にもデータをふまえた実証的，

理論的アプローチが充分役に立つ可能性がある。

 このような立場から，この論文ではべキ分布を与える確率過程についての

基礎的な事柄についてまとめる。確率過程は，確率方程式あるいは確率微分

方程式・ランジュバン方程式で表される［8］。ベキ分布を与えるこれらの方

程式は一般に無限個ある。その中からモデル作りの指針となるような簡単な

確率過程について調べる。

 ランジュバン方程式は，もとになる決定論的方程式に，雑音としてウイナ

ー過程に従う確率変数を加えたものである。多くの確率方程式はこの形式だ

が，雑音の入り方は一通りではないので，この雑音と区別するために確率変

数に比例する形で入る雑音を積雑音2）とよび従来の雑音を加法的雑音3）と呼

ぶことにする。この論文ではこの積雑音がベキ分布を実現する上で主要な役

割をすることを示す。

 次の節では，ベキ分布の一般的定義を与え，漸近的にベキ分布となる

Levy分布の一般的性質を説明する。第3節では， Fokker-Planck方程式で

ベキ分布を与える簡単な確率過程を求める。第4節では，積雑音と加法的雑

音の役割を簡単な過程について調べ積雑音がベキ分布を与える重要な役割を

はたすことを示す。第5節では，積雑音の簡単な例で，その時間依存性を調

2 ） multiplicative noise

3 ） additive noise
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ベリャプノブ指数との関係を議論する。第6節で，積雑音のしたがう統計的

性質を調べ，簡単な条件からベキ分布が与えられることをしめす。第7節で

は，多変数の場合の簡単な例について説明し，この例を使って魚群の大きさ

の分布がベキ分布になることを説明する。最後の節は，まとめと今後の課題

にあてる。

2 ベキ分布

2．1企業の所得分布

loe
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図1 日本の企業の所得分布。両対数：グラフ。単位は100万円。点線

  はβ一1のジップの法則と呼ばれるグラフ。文献［4］より転載。

 図1は，日本の企業の所得分布の両対数グラフである［4］。横軸の単位は

百万円。縦軸は，ある金額の所得を定めるとその金額以上の所得のある会社

数の割合である。これは所得金額をxとし，その金額の所得のある会社の

割合，すなわち確率密度関数をf（x）とすると，xより大きな金額について
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足しあげた累積確率，

P（2 x） 一XOO dxf（x）
（1）

である。言い換えると，任意の会社を選んだときその会社の所得がx以上

である確率である。これは約8万5千社のデータに基づいている。グラフを

見ると，ほぼ一直線であるから

P（〉一 x） 一一j rmB （2）

のべキ分布の形をしていてその指数βはほぼ1である。これを確率密度関

数でみると

              f（x）～x-1一β                    （3）

を意味している。

 もし厳密にβ＝1であると，これをよく知られたつぎのようなローレンツ

分布と見なすこともできる。パラメターγを定数として，

            f（x・7）＝tk，＋．2・ （4）

この式は，γ＜＜lxlたいして式（3）でβ＝1のように振舞う。

 式（3）で，無限大までの領域を含む確率密度関数の場合には，もしβ≦0

ならばこの関数を規格化できないのでβ＞0でなければならない。またもし

β〈2ならば分散したがって標準偏差は発散する。今後おもにこのような

0＜β＜2の範囲で考える。

2．2 Levy分布

 ベキ分布は，lxlの大きい漸近領域に限ればLevy分布として知られるつ

ぎのような分布で統一的に取り扱うことができる［9］。

 Levy分布はその特性関数が，
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             z（k） ，＝ e-rikiB， （5）

で与えられる。ただしγは正である。このフーリエ変換が確率密度関数だ

から

          f（x，β）一士∫4ん・一硫  （6）

級数展開をすると

    f（x，β）一Σ（諺誓）n士∫4んκθ一rl・IB一Σ（諺1竺）n an，．（7）

        n＝O n＝O
ただし和記号のnは偶数のみ。

          a．＝一；HXeO dk kne-rkB （s）

            一三箭（n十1 B）・  （9）

ただし，ガンマ関数は，

         r（g） ＝ ，J； co dte一't z”i， sez ＞o （io）

である。

β＝2の場合

 この場合には良く知られた正規分布となりベキ分布にはならない。実際

        r（n十1 2）一r（魏＋÷）一舞綜5  （11）

を使うと
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      f（x， 2） ＝ 一ix71E ：一 exp｛一'％2i一｝ （i2）

          ＝一ti；］i”exp｛一一Sii2i-2｝， 2r＝＝02 （i3）

となる。

β＝1の場合

 この場合には先に示したローレンツ分布となる。

                  1
              an ＝ T．rli ff．．．＋i n！ （14）
                 zr

を使うと（4）となる。

 ベキ分布を与えるβ＞0の値は一般に偶数を除く実数となることがつぎに

議論する漸近式によりわかる。

2．3漸近式

 特性関数の方を級数展開すると漸近式が得られる。

     f（x，β）一Σ（芳）n士∫＝4んθ一例ん1頑     （15）

          n＝＝1

         一一÷Σ（mrn！）n「諺餐焉1）sin響π・   （16）

            n＝1

ここで，

         B40， 2， 4， …， 一L 一2， 一3， …． （17）

lclが大きい漸近的領域ではn＝1の場合のみ残るから，

             f（ r， B） ＝Cl rl-i-B． （18）
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（19）

である。

2．4 Levy分布のスケール則

 Levy分布のもつ重要な特徴であるスケール則について説明する［9］。

 正規分布やローレンツ分布と同様に，同じβを持つLevy分布に従う確率

変数の和を新たな変数とするとそれはまたLevy分布に従う。すなわち形を

変えない安定分布（Stable Distribution）である。

 実際二つの確率変tw Xl， x・がLevy分布にしたがうとする。それぞれの

Levy分布の特性関数を，βが同じとして， Z（k，7i）i＝1，2と書くことにす

る。確率変数の和を

X ＝＝ Xl十X2 （20）

とすると，この確率変数の特性関数は，二つのそれの積なのでZ（k，γ1＋γ、）

となる。

 時刻ゼロからtまでn等分して各時刻での確率変数をXi， i＝o，1，2，…， n

とし各々の分布がZ（k，rh）， h＝t／nであれば，上記の議論を適用して時

刻tでの分布はZ（k，γt）となる。

 Z（k，7h）に対応する分布をノ（x，γh）と書くと，このような分布は時間間

隔に関するつぎのようなスケール則をみたす，

          f（x， 7h） ＝h-iiBf（xh-iiB， r）． （21）

なぜなら

Z（k， 7h） ＝＝ z（kh iiB， r） （22）

一84一



 2001年12月 山岸憲治：ベキ分布を与える確率過程

が成り立つので，これのフーリエ変換は

∫（x， rh） ＝ f dke‘kXZ（k， 7h）

    一∫砒・吻（kh iiB， r）

    一ん 1げdん・‘吻（k，γ）

             ．． h-iifif（xh”iie， r）

となるからである。

 スケール則（21）の意味は，時間間隔を変えても変数のスケールを

               Y ＝＝ xh-i／B

と変えてしまうとその分布の形状は変化しない，ということである。

実際

（23）

（24）

      P（2 x， 7h） 一 Xco dxf（x， 7h）

             fco axh-iiBf（xh-iiP， 7）

             XOe dyf（g， r）

            ＝P（≧二y，γ），  y＝xh-1／β．           （25）

ここで

            f（x， 7h） 一一 Chlxl-i-S （26）

と置けば，右辺は，

             P（2 y， r） 'v Cg-B （27）

となる。すなわち左辺がベキ分布になれば，右辺も同じ指数のべキ分布にな
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る。統計物理学での相転移現象では，このスケール則とべキ分布が現れるこ

ととは密接な関係があることがわかっている。

 スケール則自身は，正規分布についてよく知られている性質である。平均

0，分散σ2の正規分布をN（x，σ2）とすると，

N（x， a2） ＝a”N（x／o， 1） （28）

が成り立つ。これは，（21）でh；σ2，β＝2と置いたものと対応する。

 さてStanley達の株価の分析は，このスケール則が株価の変動についても

成り立っていることを示した。時間間隔hを1分，3分，10分，32分，100

分，316分，1千分ごとのデータとして取り出したものをプロットすると，

上記（24）のβ～1．40でのスケール変換をすればすべて1分の場合の分布の

カーブに乗ることを示した。データはニューヨーク株式市場のS＆P500の

6年間のおよそ145万の数値をもとにしている。彼らは，これらのデータに

ついてスケール則が成り立つと同時に標準偏差の6倍程度までベキ分布が成

り立っていることを示した。

 ところでデータは有限な標準偏差をもつ。しかし2．1節で述べたようにも

しベキ分布が上記の結果のようにβ＜2であれば標準偏差は発散する。

3 ベキ分布を与えるFokker-Planck方程式

3．1Fokker-Planck方程式

 この節では，ベキ分布を与えるFokker-Planck方程式（以下ではFP方

程式と呼ぶ）を調べる。FP方程式は，時刻tでの確率密度関数P（c， t）に

たいして，

OP（x， t） 「急｛一μω＋一1 Oo2（x）

Ot 2 Ox
｝P（x， t）

（29）

である。ただしμ，σ2は，条件付確率分布P（x，tlg， t＋h）で定義されている
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       pt（x）h?dg（g-x）P（x， t［y， t＋h）， （30）

       a（x）2h ?dy（y-x）2P（x， tlg， t＋h）． （31）

ここで微小時間hの推移確率は，

    p（rtlg，t＋h） ＝ime．p｛一gYt一 tlifi8；IE-Smrilll；，CLf）XAt））2｝ （32）

で与えられている。

ランジュバン方程式は，つぎでh→0回忌たものである，

           y-x ＝： hpa （x）十ha（x）n（t）． （33）

ただしηは，

          〈n（t） 〉＝O， 〈op（t）2＞＝ ll一 （34）

を満たす正規分布する無相関の雑音である。

 ベキ分布に近い分布を与える例として，Rayleigh過程をみよう。そのラ

ンジュバン方程式は4），

             af＝一rcx一一9L＋n（t）， 一（3s）

ただしκ，αは定数。右辺第一項目は，力学でいうバネによる力の項で，そ

れにちなんでκをバネ定数と呼んでおく。

 この方程式に対応するFP方程式は

        ∂P静の一誌｛    a．1 0κ∫一トー十一    x'20x｝P（x，・t）． （36）

4）以下では積分に関して伊藤の方法はとらずStratonovichの方法を採用する。
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もしt→・。で定常状態になったとすると左辺はゼロ。よって

          ｛uc＋一：；＋t rZil．T｝P（X） 一 O・ （37）

これから

     P（x） ＝Nexp｛一Kx2-2a loglxl｝ ＝ Nlx1'2ae'rcx2． （3s）

この分布は，指数関数を含みベキ分布とは言えない。しかし例えばStanley

等の分析では株価の変動は，標準偏差の6倍以上では指数関数的落ち込みが

見られることが指摘されている［1］。標準偏差をσとすると，κが十分小さ

く～1／（6σ）2程度であれば，この6σより小さなxでは指数関数はほとんど

きかず，ベキ分布の振る舞いをする。またそれより大きな領域では指数関数

として振舞う。

ベキ分布を与える一般の確率過程

 確率微分方程式

           af 一＝ a（x）十a（x）ny（t），

に対応するFP方程式は，

       誓一一誌（   1 Oo2a十十   4 Ox）P＋音∂整

で与えられる。

 幕分布を与えるようなαとσを定めてみよう。

 大きな【x［にたいして

              P ”v lrl-A

とし
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        a＝ rcx” o＝ ooxM n， m＝ O， 1， 2， '”

とする。

          a＋一1一 一く19tlZ2 ＝ nvn＋一1-agmx2m”

            4 Ox '1” '2

となり，定常状態の条件

          （    1 Oo 2 ． 1 Oo 2-a一÷ 一：t'：一十一i-    4 Ox '2 Ox）P一・

は，

             λ一m」婆ゴ…＋1

                  a6

を与える。これから

               n ＝＝ 2m-1

となり，（m＝1，n＝1），（m＝2， n＝3），（m＝3， n＝5），

る。もっとも簡単な場合のm＝1，n＝1では，

                   2rc
               A-1-tt． ． d
                   O6

この場合のランジュバン方程式は

             al ＝ rcx十〇〇xn（t），

となる。

 つぎのような変数変換をするとわかりやすい，

               z＝ lgg x．

                一89一
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ランジュバン方程式は

             2 ＝ rc十〇〇ny（t）

この変数に対するFP方程式は，

          誓一一∂罪＋音σ8砦・

定常状態では

これから

もとの確率分布では

伍＝Q）∂
砒

㎡⊥
2

十κ（

Q ”v exp｛一i ／Lg｝．

P（x） ＝： ！Q（z） 一一 xL2．2rc-i．

第55・56号

（50）

（51）

（52）

（53）

（54）

4 加法的雑音と積雑音

4．1加法的雑音と積雑音を含む過程

 つぎのランジュバン方程式を考える，

           al ＝＝ 一（rc十〇ini）x十nyo． （55）

ここでη。，1は，それぞれ，この線形方程式の，足し算できいてくる加法的雑

音と，xに掛け算で関係する積雑音で昂る。ともにガウス分布の白色ノイズ

とする。また互いに独立な確率変数であると仮定する。定数κとσ1はともに
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正としておく。

 第3節の（30），（31）の定義式を用いて

           μω一一 （     2t）＋雪∫（t）

と

                  ai2x2 ， 1
             02（x） ＝                    十÷
                   2 '2

が得られる。よって確率過程（55）に対応するFP方程式は

     ∂Pl警の一孟｛ 一筆＋旙（σ？x2＋1）｝P（x，t）・

時刻無限大の定常状態では［10］，

              P 一v （o？x2＋1）一A

と置くと，

              ic＋一1-o？一Ao3 一一 0

                2

となり密度関数の指数が定まる，

                 1． rc
               λ＝7＋房「・

これを第2節のパラメターβで書き直すと

                  1． rc
              β＝「『＋了

となる。
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バネ定数がゼロの場合

 式（62）でバネ定数κがゼロでは，β＝一1／2＜0となり確率密度関数の

積分が無限大で発散し規格化できないことになる。そこで，バネ定数をゼロ

としてなお意味のある確率密塵関数となるためには積雑音の平均がゼロでな

ければよい。実際μ。を定数としてそのようなノイズを

〈n〉＝μo

と仮定しよう。これは平均がゼロのη、をもちいて，

カ＝η1十μ・

と書くことができるので，最初のランジュバン方程式を

とすると，

諺＝一σ，xカ十ηo

af ＝ 一aiptox-ainix十no．

（63）

（64）

（65）

（66）

これは最初の式（55）でん＝σ1μ。と置いたものと等しい。結局，バネ定数の

項がなくても，平均がゼロでないノイズが掛け算の項にあれば，式（59）で

定義した確率密度関数の幕の指数は，

λ＿⊥＋」璽

  2' o，
（67）

となる。つまり指数を決定するパラメターは，積雑音の平均と標準偏差の比

となる。

4。2 加法的雑音の役割

 加法的雑音は，確率密度関数がベキ分布となるために本質的な役割をはた

しているのだろうか？
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 答えはノーである。なぜなら加法的雑音がゼロのとき，最初のランジゴバ

ン方程式（55）は，

             al＝一rcx十aiopix （68）

となるが，これは第3．2節でm＝1，n＝1の場合に対応する方程式と一致す

る。すでに求めたように，この場合の密度関数の指数λは

              λ一1＋弩     （69）
                  oi

である。加法的雑音は，ベキ分布の指数には顔を覗かせない。

 以上のことをまとめると，ベキ分布を与えるのは積雑音であり，もっとも

簡単なモデルは，

           af ＝＝ 一〇i”x ”一一 ni十pto （70）

で与えられ，そのべキの指数は，積雑音の統計的性質，平均μ。とσ1によっ

て定まる。

 5 積雑音を含む簡単な過程の時間依存性

 前節最後の式（70）の過程の解を求めて時間依存性を調べる。式（70＞は，

         al ＝＝ 一〇ipt ox-oixrpi＝ 一rcx-o，xrp，， （71）

ただしκ＝σ1μ。。また今後σ1，η1の添え字の1を落として議論する。

 方程式（71）の解は，

           c（t） ＝ r（o）e一”t-afot d”n（t'）dtl （72）

したがって平均は
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        〈x（t） 〉＝x（0）e一κ‘〈'e一σ fot dt 'η（〆）dt'〉．          （73）

右辺の平均の計算はすぐにできて

                       
           〈x（t） 〉＝x（0）e一「ctei「t，               （74）

どうようにη次のモーメントも

          〈x（t）・〉一x（0）ne（一nrc・袴ン   （75）

となる。この式で指数の時間tに比例するリャプノブ指数の部分をL（n）と

置く。オ→。・では，もしこの指数が正なら発散する。

 リャプノブ指数L（n）はnを指数として下に凸となっていてあるnを越

えると正になる。実際nを連続変数とみなしてL（n＊）＝0となるがが，

              n・一半     （76）
                 σ

より右では正となり左では負となる。定常状態とリャプノブ指数との関係は

つぎのようになる。リャプノブ指数が負の領域のπはそのモーメントが有

限であることを意味し，リャプノブ指数が正の領域のηではそのモーメン

トが発散する。

 実際n＝1で指数が負であったとすると

              κ一i＞。     （77）
                2

これは

               与＞1      （78）
               σ

となり，定常状態の確率密度関数のべキ分布の指数λが
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               2rc
           Z＝ 1十f'； ＝1十n＊ ＞2 （79）
               a

なので，定常状態の平均が存在することを示す。どうようにn＝2で指数

が負であったとすると

              2rc-202＞O． （80）

これから

               与＞2．       （81）
               o

これは指数λが3よりも大きいことをしめす。

 ちなみに，定常状態の分布は，3．2節ですでに求めた。変数として

Z＝log Xを採用するとランジュバン方程式は，

              2＝＝ 一rc-on． （82）

これは，3．2節の式（50）でん→一κ，σ・→σの置き換えをすると同じものと

なる。したがって任意の範囲で反射的境界を持つ解は，

             Q（g） 一Ne 一”'Z． （83）

6 積雑音の一般的性質

6．1マスター方程式による議論

 前の節では，積雑音をガウス的な白色雑音と仮定したが，これは必要なこ

となのだろうか。またはガウス的であることがベキ分布となるために本質的

な役割をになっているのだろうか。

 その答えは，ノーであり，もっと一般的な積雑音でもベキ分布がでて
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くる［11］。

 つぎのような離散的な確率方程式で表される確率過程を考える。時刻

t＝0，1，2，…にたいして，

            x（t十1） ＝b（t）x（t）， （84）

ただし確率変tw bは正またはゼロの実数をとる無相関な確率変数である。こ

の確率変数の確率密度関数をf（b）とする。

 新たな変数としてz＝log x，λ＝log bとすると，

           g（t一ト1） ＝2ζ（t）一トλ（t）．                 （85）

 離散的な場合にはFP方程式のかわりに，つぎのようなマスター方程式が

成り立つ，

Q（z， t十1）一Q（切一∫dλ｛Q（・一λ，のR（λ，'）一Q（z，・t）R（λ，t）｝，（86）

ただし，

    x『iQ（109 x， t）＝P（x， t），  bズ1」R（log b， t）?（b， t）．  （87）

時間を無限大にもってゆく極限t→。・では，定常状態があれば，式（86）の

左辺はゼロとなる。すなわち

          fdAQ（z-Z）R（Z）一Q（z）． （88）

この方程式は，つぎの簡単な解が存在する，

              Q（z） 一一 e一”Z． （89）

これは統計物理学でよく知られたボルツマン分布である。

 方程式の解が存在するために，分布Rにたいする条件は，
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             fdzeBAR（z） 一一 1． （90）

 以上のことを元の確率変数と分布で書くと，

              P（x） ・一一 r-i-B （91）

であって

           〈bB＞＝?dbbBf（b） ＝＝ 1． （92）

である。

 以上のことから確率変tw bと確率密度fについての条件は特殊なものでは

なく，b≧0と（92）式だけということになる。すなわちガウス的な雑音で

ある必要はない。

6．2 連続変数の場合との比較

 前節の議論と連続変数の場含の議論と比較する。

             sib＝ 一（K十an）t （93）

は，短い時間間隔をhとすると，

        x（t十h）一x（t） ＝＝ 一h（rc十〇ny（t））x（t）． （94）

だから

         x（t十h） ＝ ｛1-h（rc十〇ny（t））｝x（t）． （95）

これと式（84）とを比べると

        b（t） ＝＝ 1-h（rc＋on（t）） 一一一 e一”h”afohdt”（t））． （g6）

これは，第5節の（72）xの解と同じ形である。したがって
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〈b（t）〉一面〈、一∬伽ω）〉一、一・・h・争
（97）

であり

          〈b（t）・〉一e一門β2争 （98）

である。条件（92）から

         を〈b（t）・〉一e-B・・h＋β2号一1． （99）

これは

     2rc
B 一＝ n＊ ＝ 7'S （100）

を示す。

 以上のことから式（1）であたえられる確率過程は，積雑音となる確率変

数のとる値がゼロを含む正であってかつ条件式（92）』を満たせばベキ分布を

あたえることがわかる。

7 多変数の場合の例

7．1集合体の質量分布

 今までは，一変数の場合を取り扱ってきた。この節では，多変数の場合に

ついての積雑音の例として集合体の質量分布について説明する［12］。多変数

といっても極限では無限個の変数を考えることになるので物理でいうと場に

ついての確率分布を問題にすることになる。

 一次元空間を考え，その離散的な場所に1から順にNまで番号をつける。

その各点に最初の時刻では1ユニットの質量が置かれている。つぎの時刻で

は，それぞれの点での質量はジャンプしてある確率で他の地点に飛ぶ。ジャ

ンプした先では，もしr個の質量がジャンプしてくればr＋1ユニットの一
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塊の質量となる。このかたまりがつぎの時刻ではほかの地点にジャンプする

ことになる。一方，1つもジャンプしてこない点では質量はゼロとなってい

る。もしこのままこのプロセスを続けるならいつかは，すべての質量が一箇

所に集まった大きなかたまりとなりそれが各点をジャンプしている状態に落

ち着く。

 それでは，もしジャンプ後なくなった質量が各点に注入されたとしたらど

うなるだろうか？

 答えは，充分時間が経過すると，質量が異なるいくつものかたまりがジャ

ンプしている状態になっている。しかもある質量（充分大きな）を持った団

子の数の割合は質量のべキ分布になっていることがわかる。

 以上のことを確率過程として表現してみよう。

 時刻tにおけるi一サイトの質量をM（i，t）とし，ブーサイトからi一サイトヘ

ジャンプする確率をq（i，ブ）としその確率変数をXゴとしよう，注入質量を1

ユニットとすると

         M（i， t＋1）一1＋ZX，，一（t）M（］'， t）． （101）

                 ゴ＝1

ただし濁（t）は1かゼロをとる。つまりq（i，ブ）の確率で1をとり

1-q（i，のの確率でゼロをとる1また時刻tは時刻ゼロから始めて単位時間

ごとのものとする。

 ここでジャンプする確率をすべて同じ確率

q（i，ブ）＝・ q一門
（102）

としよう。どのサイトへのジャンプもすべて同じ確率である。

 この場合には，ある一地点へのr個のジャンプがある確率は2項分布

     N！
         qr（1-q）NmrC（r） ＝
    （N-r）！r！

（103）
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であるから選択した一つのサイトでM＝mとして

  P（m， t＋1）＝Z Z C（r）P（mi， t）'”P（m．， t）

         r ＝ O mi十m2十”'十m．十1 ＝ m

が成立する。ただしmi，

 特性関数を，質量を連続化して，

第55・56号

（104）

i＝1，2，…，rはr個のサイトのそれぞれの質量。

Z（k， t） ＝ fdmeikMP（m， t） ＝＝〈 eikm 〉

で定義すると，（104）は

   Z（k， t＋1） 一 eik Z C（r）Z（k， t）'

           r＝＝O
         ＝＝ eik（Zp十1-p）N

         ＝eik（1＋一'1）N

         ．eik exp｛Z（k， t）一1｝， for N一一〉 oo，

となる。結局，N→・。では

         Z（ k， t十 1） ＝＝ e‘k exp ｛Z（k， t） 一1｝．

ここで充分時間がたつと定常状態にt＆ると仮定して

                     1

                     2

（105）

（106）

（107）

（108）

（109）

（110）

     z（k） ＝ eik“Z（k）一i ＝＝ 1＋ik＋z-1＋一fi一（ik＋Z-1）2＋…． （111）

 ここでmが大きいとする近似をとる。それには微小なlklで近似すれば

よいから

            Z（k， t）一1 一一 一71klB （112）

として，最低次までとると，
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             ・＋音（Z-1）・・  （113）

これから

                     ユ            Z（ん，t）～1一γlklS．           （114）

ただし5）

             γ＝±〉髪「2一‘∈π／4．           （116）

 得られた分布は，彿が大きければ

              p（m）～M一1・5                  （117）

となる。

この例では，注入する質量が重要である。これがないと始めに述べたよ

うに一かたまりになってしまう。実際注入する質量がない場合には

              Z（k）＝¢z（κ）一1            （118）

となる。これはZ＝1以外に解はない。

7．2魚群サイズの分布

 質量は物理用語なので，ここでの議論が物理に限定した話であるとの誤解

を避けてより適用範囲があることを示すために，この理論を魚群にあてはめ

た例を紹介する。状況は異なっても数学的な内容はほとんど同じになる。

 魚群は，大小さまざまな群れで回遊している。その群れの大きさは，一度

5）この分布は非対称パラメターδを含む。一般的なLevy分布の形は，α≠1に

たいして

       log Z（k） ＝＝ iptk-r'lklB｛1-i6E tan（一Z 'L）｝ （11s）

となる。ただしγ'は実数。これと比較すると，この節で求めた分布はδ＝1かつ

μ＝Oに対応する。また∈＝k／lkI。
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網を入れて捕らえることができる重さで測定できる。したがって網の大きさ

がその上限値を与えるが収穫ごとにその重さを測ることができれば大体の群

れのサイズの分布を得ることができる。

 集合体の質量分布との比較で述べると，つぎのようになる。最初ある海域

に1＞群の微小群が泳ぎまわっている。その微小単位の群の重さを1単位と

してそれらが出会うたびに合流して大きな群れとなる。そして微小単位の群

れは，その期間の間，総数1＞が不変になる形でその海域から供給されると

する。この条件により，ある群れの全体の重さは，一期間たつと，その間に

合流するほかの群れによって増大するが，それを続けても最後にたった一つ

の群になって終わるのではなく，様々なサイズの群れが存在することになる。

 ある群が他の群に遭遇する確率は，魚群のスピードが充分大きければ群ど

うしの距離的な遠近は無視できるので，皆等しいと考えることができる。つ

まり最初に近くにいたものどうしが合流する確率が遠くにいたものどうしの

合流確率と異ならないとする。

 以上の仮定は，集合体の質量分布と同じ数式で表現できる。その結果，魚

群のサイズ（質量）mに対する魚群の聴すなわち漁獲頻度N（m）はmの

べキ分布で表され

                   ヨ             2＞（m） ～mH7                   （119）

となるはずである。

 1976年から1982年の7年間に収穫されたまぐろ（様々な種類を含む）の1

トン以上20トン程度までの分布はよくこの分布にしたがっている。この20ト

ン程度の重さは使われた周辺の長さ2km程度の網の上限値に近いもので

ある。

 以上の議論には生態学的な情報は必要がなかった。ベキ分布をだすための

唯一の仮定は，二つ以上の群が遭遇すると必ず新たな群れをつくる，という

ことである。魚群がどのように分離しまた結合するかという細かな情報は必

要がなかった。どの群れも特別扱いをせず同じ取り扱いをした統計的性質で
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ベキ分布の指数は定まっている。

8 おわりに

 この論文では，ベキ分布を与える確率過程の簡単な場合について調べ，ベ

キ分布の指数は，簡単な場合には積雑音の統計的性質によってきまることを

示した。多変数の場合に，ベキ分布になるための簡単な条件を求めることが

できるかどうかはこれからの課題である。また具体的なモデルについては多

変数の場合以外には触れなかった。個々のモデルは詳細な議論が必要であり

専門的にならざるを得ない。つぎの課題としたい。

 一見複雑に見える現象にもベキ分布のような単純な法則が存在する。これ

は確率過程の背後にあるフラクタル的性質の表れであるとみることもできる。

すなわち，スケール則はフラクタクルの現れであり，ランダムな時系列デー

タの複雑さはそれを反映している。そのようなスケール則を満たす分布がベ

キ分布である［13］。

 フラクタルだけではなく，カオス理論など複雑な現象を記述する数学的な

道具がそろってきている。コンピュータが社会にもたらしたものは便利さだ

けではなく，複雑な現象についての実際のデータの蓄積であり，以前は考え

られなかったような分野でもデータを踏まえた議論が可能になりつつある。

今後ますますこの傾向に拍車がかかるとすると，様々な分野で異なって見え

る現象を同じ数学的取り扱いをする必要がでてくるに違いない。そのために

は学際的研究がますます重要になると思われる。そのような方向として経

済物理学という名称で統計物理学の雑誌にも多くの実証的分析が掲載され

ている［14］。
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