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This　paper　shows　the　properties　of止ree－level　logic　c廿cuits　using　EXOR　gates．　It　is　known　that　tWo－level　AND－

OR　circUitS（SOPs）require　at　most　8　product　terms　for　4－variable　fimctions，　while　two－level　AND－EXOR

circuits（ESOPs）reqUire　at　most　6　products．　On　the　average，　ESOPs　requh・e　fewer　products　than　SOPs．　Therefbre，

using　EXOR　gates　effectively，　we　can　obtain　smaller　circuits　than　those　of　using　conventiona1　gates　such　as　ANDs，

ORs　and　NOTs．　By　the　way，　increasilg　the　level　of　the　ch℃uit，　we　can　synthesize　circuits　with　fewer　gates．　We

consider　two　types　of　three－level　cjrcuits：1）SOP－EXOR　and　2）ESOP－OR　As　a　results，　it　is　shown　that　the

proposed　three－level　circUits　require，　on血e　average，　fewer　AND　gates　than　those　oftwo－level　SOPs　and　ESOPs．
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1．まえがき

　一般の論理回路は，通常AND，　OR，　NOTを基

本論理素子として設計する．これらを基本ゲートと

する回路の設計は比較的容易である．このうち，

AND－OR二段論理回路は設計法が確立されており，

PLA構造でLSI上に効率よく実現できるため広く

利用されている．AND－OR二段論理回路の性質は

AND－OR二段論理式（SOP）を用いて検討される，

しかし，算術演算回路や通信用回路などでは，

AND，　OR，　NOTのみで構成するよりも，　EXOR

ゲートを併用する方がゲート数を大幅に削減できる．

一般の論理関数においても，平均するとEXORゲ

ー トを用いた方がORゲートを用いた場合よりも簡

単な回路で実現できることが5変数以下の関数にお

いて証明されており2），このことは6変数以上の

関数においても成立すると推測されている．そのた

め，EXORゲートを基本論理素子とした論理設計

も考える必要がある．EXORゲートを用いた論理

回路の基本はAND－EXOR二段論理回路であり，

その性質はAND－EXOR二段論理式（ESOP）を用

いて検討できる．与えられた関数をESOPで表現し

た場合の性質や，出来るだけ簡単なESOPで表現す

るための方法などについて近年盛んに研究されてい

る1一7）．

　さて，与えられた論理関数を論理回路で実現する

とき，基本となる回路構成は通常二段回路で検討さ

れるが，この回路構成を三段に拡張すると，構成上

の自由度が増すため，二段回路よりも簡単になるこ

とが多い9）．本論文では，EXORゲートを用いた

三段論理回路の性質について検討している．EXOR

ゲートを用いた三段回路構成は種々考えられるが，

本論文では，AND－OR二段回路およびAND－

EXOR二段回路との比較検討を目的とするため，

SOP－EXOR三段回路およびESOP－OR三段回路

構成を取り上げる．これらの回路構成について，4

変数以下の関数の最小回路を網羅的方法によって求

め，この結果を二段最小回路と比較検討する．その

結果，EXORゲートを用いることにより，いずれ

の回路構成においても二段回路よりも簡単な回路に

合成できることを示す．また，従来の論理回路関係

のカリキュラムにおいては，EXORゲートを用い

た設計例としては算術演算回路や通信用回路などの

特定の回路のみに適用して説明されてきたが，近年
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の研究成果等からEXORゲートを一般的な論理関

数の合成にも適用した説明を付加する必要性につい

ても簡単に触れる．

2．用語の定義

　本章では，本論文で用いる用語の定義について述

べる．

［定義1］xと死を変数xのリテラルという．また，

論理式に含まれるリテラルの総数をリテラル数とい

う．

［定義2］各変数のリテラルを高々1つしか含まな

い論理積を積項という．論理式に含まれる積項の総

数を積項数という．

［定義3］積項をORで結合したものをAND－OR

論理和形（SOP：Sum　O　f　Pr（riuCts　expression）とい

う．また，積項をEXORで結合したものをAND－

EXOR論理和形（ESOP：Exclusive－OR　Sum　of
Pto（lucts　eXPression）　とし、う．

［注意1】図1はSOPおよびESOPの回路構成を示

す．SOPとESOPは二段回路で実現できる．論理

式中の積項数とリテラル数はそれぞれ回路中の

ANDゲート数と入力配線数に対応する．

SOP ESOP

図1　SOPとESOPの回路構成

［定義4］論理関数プの最ノ」項展開

f＝Pn．1・κIX2…κ。・V・17n．1・XIκ2…in　V…Vp。・群2…ln

において，その係数の列Pn．1．ρn．2…Poを2nビットの

2進数とみたとき，これを論理関数！の2進表現という．

また，2進表現を16進表現に変換したものを〆の16進

表現といいhex（f）で表す．

3．三段論理回路

　4変数関数を二段回路で合成した場合，SOPの場

合は最大8積項，ESOPの場合は最大6積項で実現

できる．また，平均するとESOPの方がSOPより

も少ない積項数で実現できるが，SOPの方が少な

い積項数で実現できる関数も存在する1）．さて，

SOPやESOPは二段回路であるが，この回路構成

を三段以上の多段にすると構成上の自由度が増加す

るので，積項数や配線数が少ない回路が合成できる

可能性がある．これらのことから，本論文では，

SOPおよびESOPの特徴を活用した三段回路につ

いて検討し，二段回路との比較検討を行う．

3．1三段論理回路の構成

　三段回路の構成は種々考えられるが，本論文では，

SOPおよびESOPによる二段回路と比較すること，

および，E）（ORゲートを用いることの効果を検討

することを目的とするために，

1）2つのSOPをEXORするSOP－EXOR三段回
路

2）2つのESOPをORするESOP－OR三段回路

の2つの回路構成について検討した．これらの回路

構成を図2に示す．

SOP－EXOR

図2　三段回路構成

ESOP－OR

［定義5］論理関数fの真理値表中の1の個数を真

理値表濃度といい，d（プ）で表す．

　さて，与えられた論理関数を論理式で表現する場

合，関数の真理値表濃渡と必要な積項数との間には

統計的に図3のような関係があるlo）．

積

項

数

　　　　50　　　　　　　　100
真理値表濃度の割合（％）

図3真理値表濃度と積項数

すなわち，平均すると，与えられた関数の真理値表

濃度が小さいかまたは大きいとき，簡単な論理式で
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表現できると言える．このことから本稿で検討する

三段回路は次のような特徴を持つと考えられる．

1）SOP－EXOR三段回路の特徴

この回路構成の場合，2つのSOPの表現する関数

をそれぞれ，fi，　f2とするとき，与えられた関数

fは，

　　　f＝fi㊥f2

と表される．！を排他的に2つの部分関数に分解

した場合は，

　　　d（fi）＋d（f2）＝d（プ）

となり，真理値表濃度の小さい2つの部分関数が得

られる．また，1㊦1＝0であるので，

　　　d（fi）＋d（f2）＞d（プ）

とすることもできる．この場合，真理値表濃度の大

きい2つの部分関数が得られる．これらの性質によ

り，部分関数ノi，f2をSOPで合成し，最終段で

これらをEXORすることにより，二段回路よりも

簡単な回路に合成できる可能性がある．

［例題1］表1は4変数関数f（κ1，x2，x3，x4）を

プ＝fi㊥f2＝91㊥g2と分解した例である．

d（プ）ニ10である．プニfi①f2と分解したとき，

d（fi）ニ8，　d（f2）ニ8となる．この場合，　EXOR

の性質により，与えられた関数∫の真理値が0の

場合も部分関数ノ1，f2において1を立てることが

できる．また，プニ91㊥g2と排他的に分解したと

きは，d（91）＝6，　d（g2）ニ4となる．　　［例終］

表14変数関数の分解例1

XI　X2　κ3　×4
！ オ　乃 91　92

0　　0　　　0　　0 0 l　　l 0　　0
0　　0　　　0　　　1 1 O　　　l 0　　　1

0　　0　　　1　　0 1 1　　0 1　　0
0　　0　　　1　　　1 1 O　　　l 1　　0
O　　　l　　O　　O 1 1　　0 1　　0
O　　　l　　O　　　l 1 O　　　l 1　　0
O　　　l　　l　　O 1 1　　0 1　　0
O　　　l　　l　　　l 1 O　　　l 1　　0
1　　0　　　0　　0 0 l　　l 0　　0
1　　　0　　　0　　　1 1 O　　　l 0　　　1

1　　　0　　　1　　　0 1 1　　　0 0　　　1

1　　　0　　　1　　　1 0 0　　　0 0　　　0

l　　　l　　　O　　　O 1 1　　　0 0　　　1

l　　　l　　　O　　　l 0 0　　　0 0　　　0

l　　l　　　l　　O 0 l　　l 0　　0
l　　l　　　l　　　l 0 0　　0 0　　0

2）ESOP－OR三段回路の特徴
この回路構成の場合，2つのESOPの表現する関数

をfi，　f2とするとき，与えられた関数〆は，

　　f＝fivf2

と表される．この場合も〆を排他的に2つの部分

関数に分解すると，

　　d（fi）＋d（f2）ニd（f）

となり，真理値表濃度の小さい2つの部分関数が得

られる．また，lvl＝1であるので，

　　d（fi）＋d（f2）＞d（f）

となるように分解することが可能であり，真理値表

濃度の大きい2つの関数が得られる．これらの性質

により，部分関ta　fi，　f2をESOPで合成したもの

をORすることにより，二段回路よりも簡単な回路

に合成できる可能1生がある．

［例題2］表2は表1と同じ関数を

プニfivf2ニ91　V　g2となるように分解した例であ

る．f＝fi　v　f2と分解したとき，　d（fi）＝8，

d（f2）＝8となる．この場合，　ORの性質により，与

えられた関数！の真理値が1のとき，部分関ta　fi，

f2の両方に1を立てることができる．また，

プニglvg2と排他的に分解したときは，　d（91）ニ6，

d（g2）＝4となる．　　　　　　　　　　　［例終］

表24変数関数の分解例2

Xl　X2　κ3　×4 ！ 云　ノ｝ 91　92
0　　0　　0　　　0 0 0　　　0 0　　　0

0　　　0　　　0　　　1 1 1　　　0 O　　　l

0　　0　　　1　　0 1 l　　l 1　　0
0　　0　　　1　　1 1 1　　1 1　　0
O　　　I　　O　　　O 1 l　　l 1　　0
0　　　1　　0　　　1 1 1　　1 1　　0
0　　　1　　1　　0 1 0　　　1 1　　0
0　　　1　　1　　1 1 O　　　l 1　　0
1　　0　　0　　　0 0 0　　　0 0　　　0

1　　0　　0　　　1 1 l　　　l O　　　l

1　　　0　　　1　　　0 1 l　　　l O　　　l

1　　0　　　1　　1 0 0　　　0 0　　　0

1　　　1　　　0　　　0 1 1　　　0 O　　　l

l　　　I　　　O　　　l 0 0　　　0 0　　　0

1　　1　　1　　0 0 0　　　0 0　　　0

1　　1　　1　　1 0 0　　　0 0　　　0

3．2三段最小回路の合成法

本論文では，取り扱いの容易な4変数以下の論理関

数を実現する回路を合成する．前述のように，4変

数関数を実現するために必要な最大積項数は，SOP

の場合は8個，ESOPの場合は6個である．そこで，

4変数関数を三段回路で合成した場合，最小回路は

6積項以下で実現できると推測される．例えば，

SOP－EXOR回路の場合，2つのSOPの積項数の

和は6以下となると仮定する．そこで，入力側の2

っの二段回路の論理式をfi，　f2としたとき，

（fiの積項i数）十（f2の積項魏　≦6
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の条件を満足する範囲で，任意個の積項を網羅的に

組み合わせて2つの二段回路を構成し，それらの

ORまたはEXORしたものが与えられた関数を実現

するように合成する．その際，2つの部分関数の間

で共通の積項を用いると，回路上ではゲートを共有

できることになり，全体としてより簡単な回路に合

成できる．

［例題］図4の回路において＊で示されたゲートは，

SOPlおよびSOP2の両方で共通に使われているの

で，必要なゲートが少なくてよい　　　［例終］

図4　ゲートを共有する回路例

　さて，三段回路構成にすると，ORやEXORゲート

が必ず3個必要になり，変数の個数の少ない関数の

場合，総ゲート数は二段回路よりも多くなる．しかし，三

段回路にすることによるゲート数の増加は3個と固定で

あり，変数の個数が多い関数になるとこの個数は無視

できる．従って，本論文では，積項を構成するANDゲ

ートの総数を回路の複雑渡の尺度とする．

た．このことは，必要な最大積項数の推測が正しか

ったといえる．表3は，4変数関数を各種回路構成

によって合成したときの必要な積項i数とそれによっ

て実現できるNP同値類代表関数の個数を示す．

これより，二段回路の場合はSOPで最大8積項，

ESOPで最大6積項が必要であるが，三段回路構成

にすると，SOP－EXOR，　ESOP－ORのいずれの場

合においても最大5積項で全ての関数が合成できる

ことが分かった．また，三段回路の場合，与えられ

た積項数で実現できる関数の個数はほぼ同じであり，

2つの三段回路構成によってほぼ同等の品質の回路

を合成できるといえる．

表3各種回路構成で必要な積項数と実現できる

　　　NP同値類代表関数の個数の比較

4．結果及び検討

4変数論理関数の個数は65536個存在するが，こ

れを1生質の同じ関数群に分類することにより，対象

とする関数の個数を少なくできる．本論文では，関

数を変数の否定と置換に基づくNP同値類8）に分類

して検討した．1つのNP同値類に属する論理関数

の回路構成は同一となり，回路の接続線を変更する

だけでよい．すなわち，1つのNP同値類に属する

関数群は同じ積項数の論理式で表現できることにな

る．4変数論理関数は402個のNP同値類に分i類で

きるので，402個の代表関数の最小論理式を求めれ

ばよい．

　32で述べたように最大積項数に制限を設けて合

成した結果，全ての代表関数の三段回路を合成でき

N P同値類代表関数の個数

積項数 二段回路 三段回路

SOP ESOP SOP－EXOR ESOP－OR
0 1 1 1 1

1 5 5 5 5

2 21 27 26 28

3 75 121 126 130

4 156 200 209 206

5 98 46 35 32

6 33 2 0 0

7 10 0 0 0

8 3 0 0 0

［合成例1］SOPとSOP－EXOR合成の比較例

hex（プ）ニ6996をSOPで合成すると，

プ＝幕2死3κ4V群2κ3茅4V駆2死3ア4V死1κ2×3×4

V　XIX2κ3κ4　V　XIκ2κ3×4　V　XIX2×3κ4　V　XIκ2κ3×4

となり，SOP－EXORで合成すると，

f＝（X3×4　V　X3×4）㊥（塀2VX1κ2）

となる．SOPの場合は8積項が必要であるが，　SOP

－ EXORの場合は4積項でよい．表4は，与えら

れた関数fおよびSOP－ESOPで合成したときの

2つのSOPの表現する部分関tW　fi，　f2を示す．

d（プ）＝8，d（fi）＝8，　d（f2）＝8であり，　EXOR

の性質により，部分関数の1の個数の和は，与えら

れた関数の1の個数よりも多くすることが可能とな

る．　　　　　　　　　　　　　　　　［例終］

［合成例2］ESOPとESOP－ORの合成比較例

hex（プ）＝16feをESOPで合成すると，

プ＝群2刃3x4①κ1x2x3死4㊥死2刃3㊥Xlx4㊥1

となる．ESOP－ORで合成すると，

プ＝（π374㊥男2」ε4）V（κ172π3㊥死374㊥属）

となる．ESOPの場合は5積項必要であるが，
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ESOP－ORの場合，積項刃3π4は両方のESOPで共

有できるので4積項でよい．表5は，与えられた関

数およびESOP－ORで合成したときの2つの
ESOPの表現する部分関数を示す．　d（f）ニ10，

d（fi）＝4，　d（f2）＝8である．この場合は，部分

関数の1つを1の少ない簡単な関数にすることによ

り，全体を簡単に合成できたと考えられる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［例終］

表4　関数6996の合成

κ1　κ2　κ3　κ4
！ オ　乃

0　　　0　　　0　　　0 0 1　　　1

0　　　0　　　0　　　1 1 0　　　1
0　　　0　　　1　　　0 1 O　　　l
0　　　0　　　1　　　1 0 1　　　1

0　　　1　　　0　　　0 1 1　　　0
O　　　l　　　O　　　l 0 0　　　0
0　　　1　　　1　　　0 0 0　　　0
0　　　1　　　1　　　1 1 1　　　0
1　　　0　　　0　　　0 1 1　　　0
1　　　0　　　0　　　1 0 0　　　0
1　　　0　　　　1　　　0 0 0　　　0
1　　　0　　　　1　　　1 1 1　　　0
1　　　1　　　0　　　0 0 1　　　1

l　　　l　　　O　　　l 1 O　　　l
l　　　l　　　1　　　0 1 O　　　l
l　　　l　　　l　　　l 0 l　　　l

表5　関数16色の合成

Xl　X2　×3　κ4
！ 云　．ろ

0　　　0　　　0　　　0 0 0　　　0
0　　　0　　　0　　　1 1 0　　　1
0　　　0　　　1　　　0 1 1　　　1

0　　　0　　　1　　　1 1 0　　　1
O　　　l　　　O　　　O 1 1　　　0
O　　　l　　　O　　　l 1 O　　　l
O　　　　l　　　1　　　0 1 O　　　　l

0　　　　1　　　1　　　1 1 O　　　　l

1　　　0　　　0　　　　0 0 0　　　0
1　　　0　　　0　　　　1 1 O　　　　l

1　　　0　　　1　　　0 1 1　　　0
1　　　0　　　　1　　　1 0 0　　　0
1　　　1　　　0　　　0 1 1　　　1

1　　　1　　　0　　　1 0 0　　　0
1　　　1　　　1　　　0 0 0　　　0
1　　　1　　　1　　　1 0 0　　　0

　従来，EXORを用いた二段回路はORを用いた二

段回路よりも簡単な回路で実現できると考えられて

きたが，EXORを用いた三段回路にすることによ

り，更に簡単な回路になる可能1生が示されたといえ

る．

　なお，AND，　ORを用いた三段最小回路は筆者の

知る限りにおいては公表されていないので厳密な比

較はできないが，二段回路においてE）（ORを用い

た方がコンパクトな回路に合成できるという有効性

は，三段以上の多段回路においても保持されると推

測される．

　さて，従来の論理回路系の科目においては，

EXORを用いる回路例としてパリティ回路などの

通信用回路や，加算器などの算術演算回路に限定さ

れていた．しかし，近年のEXORを用いた回路合

成に関する研究の成果などから，EXORを一般的

な回路に適用することの有用性が明らかとなってい

る．EXORを用いた論理回路を一般的に論じた日

本語の教科書は一例しか見られないが11），今後，

論理回路系の科目でEXORを用いた回路合成に関

する内容を付加していく必要があると考えられる．

5．まとめ

　本論文では，EXORを用いた三段回路合成につ

いて述べた．提案した三段回路構成は，従来提案さ

れている二段回路のSOPおよびESOPと比較検討

するために，ESOP－OR構成およびSOP－EXOR

構成とした．4変数関数の最小回路を網羅的方法に

よって合成した結果，以下の点が明らかとなった．

1）提案した三段回路はSOPやESOPよりも簡単

　　な回路に合成できる．

2）ESOP－OR回路とSOP－EXOR回路はほぼ同

　　等の品質の回路となる．

これらのことからEXORを用いて三段回路にする

とより簡単な回路に合成できる可能1生があるといえ

る．

　また，従来の研究や本論文の成果などから

EXORゲートを用いることの有用性の評価は定着

してきたと言え，今後，論理回路系の科目の内容に

取り入れていくことを検討する必要があると考えら

れる．

　本論文では，限定した三段回路構成としたが，今

後，ESOPとSOPを混合した，より一般的な三段

回路構成についても検討する必要がある．また，三

段回路に合成したときに最も簡単な回路になるよう

に，与えられた論理関数を2つの部分関数に分解す

るヒューリスティックなアルゴリズムの開発が必要

である．
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