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　　　　　ANote　on　Closure　Property　of　Sublogarithmic

Space－Bounded　1－Inkdot　Altemating　Turing　Machines

　　　　　　　　　with　Only　Existential（Universal）States

Tsunehiro　YO　SHINAGA＊1，Jianliang　XU＊2　and　Katsushi　rNOUE＊3

Abstract

　　A1－inkdot　Turing　machine　is　a　slightly　modified　Turing　machine　model　which　has　been　introduced

in　order　to　show　a　strong　separation　between　deterministic　and　nondetemlinistic　complexity　classes．　An

altemating　Turing　machine　is　a　generalization　ofnondeterministic　one，　and　is　considered　as　a　mechanism

to　model　parallel　computations．　This　paper　investigates　closure　property　ofsublogarithmic　space－bounded

l－inkdot　altemating　Turing　machines　with　only　universal（existential）states，　and　shows，　fbr　example，　that

fbr　any　fUnction五＠）such　that五（刀）≧log　log　n　and、乙（刀）＝o（log　n），　the　class　of　sets　accepted　by　weakly

（strongly）五（n）space－bounded　1－inkdot　two－way　altemating　Turing　machines　with　only　universal（exis－

tential）states　is　not　closed　under　complementation，　length－preserving　homomorphism，　concatenation　with

regular　sets，　and　Kleene　closure．

Key　Wor“s：alternating　Turing　machines，1－inkdot　Turing　machines，　sublogarithmic　space，

　　　　　　　　　　clo　sure　property，　computational　complexity

1．】introduction　and　Notations

　　．41彪mating　Turing　machines（ATM，s）were　illtro－

duced　ln　Ref　1）as　a　mechanism　to　model　parallel

co卿u伽ons。　We　assume　that　the　reader　is　familiar

With　the　basic　conceptS　and　terminology　concern血g

ATMs　and　computational　cornplexityσf　necessary，

see　Refs．1）－4））．

　　Atwo－way　ATM（2ATM）we　consider　here　has　a

read－only　hlput　tape　and　a　serni一廿Lfhlite　read－write

worktape．　We　denote　a　2ATM　with　only　miversal

states（resp．，　existential　states，　i．e．，　a　two－way　nonde－

termmistic　TUring　machine）by　2㎜（resp．，2N’IM）．

FUrther，　we　denote　by　2DTM　a　tWo－way　deterrninistic

TU血g　machine．

　　Ranjan　et　al．　introduced　in　Ref　2）ashghtly　modi－

fied　Tt血g　maclne　model，　called　a　1－inkeot　Tu吻g

machine，　to　show　a　strong　separation　of　dete㎜inistic

and　nondetermmistic　complexity　classes．　The　l－inkdot

TU血g　machine　is　a　TU血g　machlne　with　the　addi－

Uonal　power　of　mar㎞g　at　most　l卿e－cell　in　the　input

tape（With　an　inkdot），　This　tape－cell　is　marked　once　and

f（）ral（no　eras血9）．　The　ac廿on　of　the　machhle　depends

on　the　current　states，　the　input　and　the　worktape　sym－

bols　scanned　currently，　and　the　presence　of　the　inkdot

on　the　currently　scanned　tape－ceU．　For　each　X∈｛A，　U，

　　　　　　　　　　　　　
N，D｝，let　2XTM　denote　a　l一血kdot　2XTM．

　　For　each　X∈｛A，　U，　N，　D｝and　any　fUnction五（n），

strり㎎・2XTM（乙（n））and　weak－2XTM（乙（n））denote　the

classes　of　sets　accepted　by　strongly　and　weakdy　L（n）

space－bounded　2XTM’s，　respectively，　and　s〃りng・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

2XTM（L（n））and　weak－2XTM（ム（n））denote　those

accepted　by　strongly　and　weakly五（n）space－bomded

2XTM＊’s，　respectively．

　　Ranjan　et　al．　showed血Ref　2）that　fbr　any

two－way　TU血g　machines　with　an血kdoちnondeter－

mjnistic　and　detem）inistic　sublogarithmic　space　com－

pleXity　classes　are　not　equal．　A丘er　that，　Geffert　showed

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
in　Ref　5）that　strong－2NTM（log　log　n）－3〃o㎎・

2NTM（o（log　n））≠φ，where　fピom　now　on　logarithms

are　base　2．　hl　Ref　6），　hloue　et　al．　strengthened　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　result包bove　and　showed　that諦o刀g・2NTM（log　log　n）

－
wenk」2NTM（o（log　n））≠φ．hloue　et　al．　also　intro－

duced　2ATM＊in　Ref7）as　a　generalization　of　2N丁M＊
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and　showed　that　fbr　each　X∈｛A，　U｝and　each　Y∈｛U，

　　　　　　　　　　　　　　
N｝，strong・2XTM（log　log〃）－weak－2XTM（o（log
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
η））≠φ　and　strong－2ATM（log　log　n）－weak－
　　　　　　
2YTM（o（logη））≠φ．FUrtherrnore，　Yosimaga　et　al．

血troduced　ill　Ref　4）sublinear　space－bomded　l－inkdot

two－way　alternating　multi－counter　automata　and

showed　that　the　accepting　power　of　these　automata

with　only　existential　states　are　hlcornparable　with　the

one　ofthese　automata　with　only　univelsal　states．

　　Wh丑e　several　important　properties　of　1・inkdot

Tu血g　machines　with　sublogarithmic　space　are

explicated　up　to　now，　there　are　little　investiga－

tions　relat血g　to　closure　properties　of　these　as　we

㎞ow．　So，　from　the　theoretical　interest，　we　inves－

tigate　in　the　present　paper　closure　properties　of

2UTM“and　2NTM“　which　have　sublogarithmic

space．　We　show，　for　example，　that　for　each　m∈

｛8飲）㎎，weak｝，　each　X∈｛N，　U｝and　any　fUnction　log

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　log　n≦五（η）＝o（log　n），　m－2XTM¢（n））is　not　closed

mder　complementation，　length－preserving　homo－

morphism，　concatenation　With　regular　setS，　and　Kleene

closure．

2．ResU　lts

　　Throughout　this　paper，　let五（n）be　a　fUnction　such

that五（n）≧log　log　n　and五（n）ニo（log　n），　and　let〃z　be

an　element　ofthe　set｛strong，　wecrk｝．

　　For重he　stan（lard　Tu血g　machines，　in　Ref　3），　it　is

shown　that　weak－2XTM（L（n））is　not　closed　under

coMI）lementation，　but　it　is　unknown　if　strong－2XTM

¢（n））is　closed　under　the　operation，　fbr　each　X∈｛U，

N｝．Our　corresponding　result　is　shown　as　fblows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

Theorem　2．1．　m－2NrM¢（n））and　m－2UTM（L（n））

are　not　closed　under　coml）lementation．

under　union　and　intersection．

　　For　the　standard　Tu血g　machines，　in　Ref　3），　it　is

shown　that〃～－2NTM［¢（n））is　closed　under　intersection，

but　whether　m－2UTM（L（n））is　closed　under　union　or

not　is　an　open　problem．　On　the　other　han¢for　the

1－ir】kdot　TUring　machines　with五（n）space，　different

situations　occur．　To　get　our　results，　we　need　the　fbl－

low血g　key　lemma：

Lemm紐2．1．　Let

　／d＝｛わ’η（1）≠≠わ〃z（2）＃．．．＃ゐ’η（刀）≠≠

　　　　　1”C瑚1C瑚2C…CWI　，，　CCW2　1CW22C…C㌦，

　　　　　∈｛0，1，・，＃｝＋ln≧2＆w∈｛0，1｝「1°9”］＆

　　　　　∀k（1≦k≦2）［rk≧1＆

　　　　　∀1（1≦1≦rk）［㌦1∈｛0，1｝＋］］＆

　　　　　∀’（1≦’≦2）［ヨノ（1≦ノ≦ri）［『レv＝『レレグ］］｝，

and　let

　B＝｛bin（1）＃bin（2）＃．．．≠≠bin（n）≠≠

　　　　　WCWI　ICWI2C…CWI．，　CCW21CW22C…CW2．2

　　　　　∈｛0，1，・，＃｝＋ln≧2＆w∈｛0，1｝「1°9〃1＆

　　　　　∀ん（1≦k≦2）［rk≧1＆

　　　　　∀1（1≦1≦rk）［Wkl∈｛0，1｝＋］］＆

　　　　　ヨ’（1≦i≦2）［∀ノ（1≦ノ≦ri）［w≠「汐グ］］｝，

where　f（）r　each　positive㎞eger加≧1，bin（m）　denotes

the　string　in｛0，1｝＋that　rePresentS　the　integer　m　in

binary　notation（With　no　leading　zeros）．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　
（1）A　年weak－2NTM（乙（n））and

　　　　　　　　　　　　　　　　（2）B　年・weak」2疋JTM（乙（n））．

Proof．　From　the　assenions　in　Refs．8）and　9），　we

straightf（）rwardly　get（1）and（2），　respectively．　　　　　口

Proof．　It　is　proved　in　Ref．4）that　the　class　of　sets　ac－

cepted　by　strongly（weakly）5（n）space－bounded　2－way

1－ir】kdot　alternating　multi－counter　automata　With　only

existential（universal）states　is　not　closed　under　com－

plementation，　where　S（n）is　a　fimction　such　that　S（n）≧

log　n　and　log　S（n）＝o（log　n）．　By　us血g　the　same　lan－

guages　and　idea　as　in　Ref．　4），　we　can　directly　prove　the

theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

Remark：It　is　trivial　that　m－2NTM（乙（n））and　m－
　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

2NTM（L（n））　（resp．，〃z－2UTM（乙（η））　alld　〃z－2UTM

（L（n）））　are　closed　under　union　（resp．，　interse（ガon），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Thus，　m－2ATM（乙（n））and　m－2ATM（乙（〃））are　closed

Theorem　2．2．　m－2NIM＊（乙（n））and　m－2UIM＊（乙（刀））

are　not　closed　under　intersecdon　and　union，　respec－

tively．

Proof．　Let

　A，＝｛bin（1）＃bin（2）＃．．．＃bin（n）＃

WCWI　ICWI2C…CWI　・，　CCW2　1CW22C…Cl”V2・2

∈｛0，1，・，＃｝＋ln≧2＆－1・・，’∈｛0，1｝「1°9”1＆

∀k（1≦k≦2）［rk≧1＆

∀1（1≦1≦rk）［wん1∈｛0，1｝＋］］＆

取（1≦ノ9rl）［w＝Wlノ］｝，
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ノ42＝｛bin（1）≠≠Z）in（2）＃．．．≠≠bin（n）＃

　　　WCI’Vl1CWI2C…CWI　，，　CCW21　CW22　C…CW2r2

　　　∈｛0，1，・，＃｝＋1・≧2＆w∈｛0，1｝「1°gn］＆

　　　∀k（1≦k≦2）［rk≧1＆

　　　∀1（1≦1≦rk）［iWkl∈｛0，1｝＋］］＆

　　　町（1≦ノ≦r2）レ＝w，ノ］｝，

　Bi＝｛bin（1）＃わ’刀（2）＃．．．＃Z】in（刀）＃

　　　　WCWl1CWI2C…CWI　，，　CCW21　CW22　C…Cl’V2r2

　　　　∈｛0，1，・，＃｝＋1・≧2＆w∈｛0，1｝「1°gn］＆

　　　　∀ん（1≦ん≦2）［rk≧1＆

　　　　∀1（1≦1≦rk）［Wkl∈｛0，1｝＋］］＆

　　　　∀ノ（1≦ノ≦rl）［w≠Wlノ］｝，

…md

　B2＝｛bin（1）≠≠bin（2）＃．．．≠≠bin（n）＃

　　　　WC14711CWI2C…eWl　，，　CCW21　CW22　C…CW2r2

　　　　∈｛0，1，・，＃｝＋1・≧2＆w∈｛0，1｝「1°g”］＆

　　　　∀ん（1≦ん≦2）［rk≧1＆

　　　　∀1（1≦1≦rk）［㌦∈｛0，1｝＋］］＆

　　　　W（1≦ノ≦r2）［w≠’L・t・’、ノ］｝・

It　can　be　observed　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i）both　A　i　alld．A2　are　in　strong－2NTM（乙（n）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ii）both・Bl　and　B2　are血s〃o㎎一2UTM（乙（n）），

　（iii）ノ望1∩．A2ニノ4，　and

　（iv）Bl　UB2＝B．

From　these　factS　and　Lemma　2．1，　the　present　theorem

f（）llOWS．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　Thθorems　2．1　and　2．2　above　show　closure　proper－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
ties　of〃z－2㎜（乙（n））　and　〃z－2UTM（乙（n））　under

Boolean　operations．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　We　Will　then　discuss　whether　m－2NrM（乙（n））and

　　　　　　m－2XTM（L（n））are　closed　under　the　language　opera－

tions：length－preserving　homomo叩hism，　concatenation

with　regular　set　and　Kleene　closure．

　　The　f（）llowing　theorem　shows　non－closure　under

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　language　operations　above　fbr〃z－2NTM（乙⑦））：

　　　　　　　　　　　　　　Theorem　2．3．　m－2NTM（L（n））is　not　closed　under

（1）length－preserving　homomorphism，

（2）concatenation　With　regular　setS，　and

（3）Kleene　closure，

Proof　of（1）：L£t

ノ毛＝｛bin（1）＃bin（2）＃．．．＃わノ刀（n）＃

　　　　WO隅1C瑚20…C㌦CC1％1C2穐2C3…C迄㌦2

　　　　∈｛0，1，・，瑚＋ln≧2＆’1・・，，∈｛0，1｝「’・9・］＆

　　　　∀k（1≦k≦2）［rk≧1＆

　　　　∀1（1≦1≦rk）［Wkl∈｛0，1｝＋］］＆

　　　　ヨ’（1≦ノ≦rl）［wニWlノ］＆

　　　　ヨノ（1≦ノ≦r2）［cノ＝d＆w＝w2」＆

　　　　∀P（1≦P≦r2，P≠ノ）［Cp＝c］］｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　We　can　easily　show　that　A3∈stro㎎g－2NTM（L（n））．

Further，　h（A3）＝ノ1，　where　h　is　a　length－preservhlg

homomorphism　such　that　h（0）＝0，　h（1）＝1，　h（＃）＝＃，

and　h（c）二乃（のニc．　From　these　factS　and　Lemma　2．1，

（1）fblOWS．

Proof　of（2）：Let

A4＝｛bin（1）≠≠bin（2）＃．．．＃bin（n）＃

　　　　WC川16川2C…ClxVl　，，　CCIxV2　1CW22C…6㌦

　　　　∈｛0，1，・，＃｝＋ln≧2＆w∈｛0，1｝「1°gn1＆

　　　　∀ん（1≦ん≦2）［rk≧1＆

　　　　∀1（1≦1≦rk）［Wkl∈｛0，1｝＋］］＆

　　　　ヨノ（1≦ノ≦rl）［wニWiノ］＆wニ1・V2　。2｝

and　let∠正5ニ｛（w　l　w∈｛0，1｝＋｝＊。　lt　can　be　easibr　seen

that

　　　　　　　　　　　　　　　（i）．44∈strong・2NTM（乙（n）），

　（ii）ノ望5　is　regular，　and

　（iii）ノ44／45＝∠4．

From　these　factS　and　Lemma　2．1，（2）follows．

Proof　of（3）：1£t

　／16＝｛bin（1）≠≠bin（2）≠≠．．．≠≠bin（n）≠≠

　　　　WCI’Vl　1CWI2C…CWI，，　CCW21CW22C…CW2。2

　　　　・｛0，1，・，＃｝＋1・≧2＆w・｛0，1｝「1°gn］＆

　　　　∀ん（1≦ん≦2）［rk≧1＆

　　　　∀1（1≦1≦rk）［w“∈｛0，1｝＋］］｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　It　is　obVious　that　A4　UA5∈s〃o㎎一2NrM（乙（n））．　We

can　observe　that．46∈smong－2DTM（乙（n））．　Suppose
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
止at（／望4∪ノ15）　is　jn　weak－2NTM¢（n））．　Then，（A4∪

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

A5）∩A6　is　also　in　weak－2NTM（乙（n））．　This　is　a　con－

　　　　　　　　　　　　　　＊tradiction，　since（44∪・45）∩・46＝ノ望．　　　　　　　　　□

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　In　order　to　obla血our　result　that〃z－2剛（乙（n））ls

not　closed　under　the　language　operations　mendoned

above，　we　prePare止e　follo舳9　lemma　which　is

shown　ill　Ref　7）．
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Lemma　2．2．　Let

T＝｛bin（1）≠≠bin（2）＃．．．≠≠bin（n）≠≠

　　　　CWICW2C…CW，CCUICU2C…C”〆

　　　　∈｛0，1，c，＃｝＋ln≧2＆r，〆≧1＆

　　　　∀k（1≦k≦り匹∈｛0，1｝「1°gn］］＆

　　　　∀1（1≦1≦〆）［Ul∈｛0，1｝「1°9”1］＆

　　　　ヨi（1≦i≦〆）［V7（1≦ノ≦r）［Ui≠1・V」］］｝・

　　　　　　　　　　　　　　　Then，　T　G　weak－2UT［M［（L（n））．

　　　　　　　　　　　　　　　Theorem　2．4．　m－2UTM’ （L（n））is　not　closed　under

（1）length－preserving　homomo叩hism，

（2）concatena廿on　with　regular　sets，　and

（3）Kleene　closure．

Proof　of（1）：Let

Ti＝｛bin（1）＃bin（2）≠≠．．．＃bin（n）＃

CWlCW2C…CWγCClUlC2U2C3…Cr’Ur’

∈｛0，1，c，∂「，＃｝＋ln≧2＆r，〆≧1＆

∀k（1≦k≦r）［Wk∈｛0，1｝「’°9”1］＆

∀1（1≦1≦〆）［Ul∈｛0，1｝「’°gn1］＆

ヨ’（1≦i≦プ）［Ci＝d＆

w（1≦ノ≦り［Ui≠wノ］＆

∀P（1≦P≦r・i≠P）［％＝c］］｝・

and　let　h　be　the　homomorr）hism　defined　ln　the　proof　of

Thθorem　2，3．　Th㎝，　we　can　show　that　h（Tl）＝ZSo，

丘o舳is飴c伽d　Lemma　2．2，（1）魚llows．

Proof　of（2）：Let

ろ＝｛Z）’刀（1）≠≠ゐ’刀（2）＃．．．≠≠わ’刀（刀）≠≠

　　　　CWI　cw2c…c携cc賜c”2c…cu〆

　　　　∈｛0，1，（フ，＃｝＋1〃≧2＆ろ〆≧1＆

　　　　∀k（1≦k≦r）［Wk∈｛0，1｝「1°9〃1］＆

　　　　∀1（1≦1≦〆）［〃1∈｛0，1｝「1°9〃］］＆

　　　　》（1≦ノ≦・）［〃。糊・］］｝

and　let／15　be　the　language　def㎞ed　hl　the　proof　of

Theorem　2．3．　Then，　it　is　clear　that

　　　　　　　　　　　　　　　　（i）乃∈5・〃り㎎L2UTM（乙（n））and

　（ii）　T2A［5　＝　　　T＿

（2）follows　from　these　factS　and　Lemma　2．2．

Proof　of（3）：　It　is　trivial　that　乃∪∠【5　is　in　s〃”ong－

　　　　＊2UIM（乙（n））．　Let

T，＝｛bin（1）＃ゐ’刀（2）＃．．．＃bin（n）＃

　　　　CWI　CW2　C…CW。　CC”I　C”2C…C”〆

　　　　∈｛0，1，c，＃｝＋1刀≧2＆r，〆≧1＆

　　　　∀ん（1≦ん≦り［Wk∈｛0，1｝「1°9〃］］

　　　　∀1（1≦1≦〆）［〃1∈｛0，1｝＋］｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Then，　it　is　clearly　shown　that　7も∈strong－2UTM（L（n））

　　　　　　　　㎝d（T2　UA5）∩乃＝T．　From血ese　factS　and　Lemma

2．2，（3）fbllows．　　　　　　　　　　　　　　　　　□

3．Concluding　RemarkS

　　We　investigate　closure　property　of　sublogarithrnic

space－bounded　l－hlkdot　2－way　altematillg　T面ng　ma－

chines　with　only　existential（Universal）states．

　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　Our　mam　result　ls　that〃z－2NTM（L（n））and

　　　　　　〃1－2UTM（乙（n））are　not　closed　under　intersecUon　and

union，　respectively，　and　both　of　them　are　not　closed

mder　complementation，　length－preservi血g　homo－

mo叩hism　concatenation　With　regular　setS，　and　Kleene

closure．

　　For　determinism，　it　is　shown　in　Ref．　2）止at

　　　　　　　　　　　　　　　‘‘m－2DTM¢（n））ニm－2DTM（乙（n））”

（For　closure　prope血es　of　m－2DTM（乙（n））

　　　　　　m－2DTM（乙（n））），　see　Refs．3），4））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊

仙us，

　　Unfb血mately，　whether　m－2ATM（乙（n））is　closed

under　the　opera廿ons　discussed血this　paper　except　f（）r

union　and　intersection　is　an　open　problem．

　　Ihoue　et　al．　introduced　ln　Ref　8）amulti－ir】kdot

Tu血g　machines　as　an　extension　ofthe　l－h】kdot　TU血g

machine．　Some　ofthe　resultS　obtained　here　Wi11　be　able

to　be　e）ctended　to　the　multi－inkdot　version．　We　will

give　them　in　a　fonhcoming　paper．
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