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一般化されたGrassmann Manifold
                   に つ い て

北 村 区良

 §1。緒  論

 Vをn次元ベクトル空間とし，G（P， V）をVのP次元部分空間の

集合とする。G（P， V）はP（v-P）次元analytic manifoldにすること

ができる。そのためには通常fibrc bundleの概念が用いられる。1）前の

論文2）ではベクトル空問のdual basisの'概念を用いてこれを示した。こ

れが通常Grassmann manifoldと呼ばれるものである。

 ここでは，これを次のように拡張する。

 Enをn次元Euclid空回とし， φ（P， En）をEnのP次元線型部

分空間の集合とする。4（P，En）を（P一ト1）（n-P）次元analytic mani-

foldにすることができる。 このために，前の論文と同じくベクトル空間

のdual basisの概念を用いる。

 §2；EnのP次元線型部分空間の標準形

rl∈φ（P， En）とする。任意の点P∈Hをとり・Enの原点0を通

りnに平行なp次元線型部分空間をWpとして， H一（P， Wp）と表

わすことにする。

座標の原点を通りWpに直交する（n-p）次元線型部分空間をW言

で表わし，HとW言との交点をAとすれば・点Aは一意的に定まり・

且つrl一（A， Wp）と一意的に表わすことができる。

 いま，Enの座標の原点0を固定して得られるn次元ベクトル空間を

便宜上Vで表わすと

 Wp∈G（P， V）でありA∈（O， W言）であるから
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   q（p， En）一（（A， W．）［W． EG （p， Y），AE （O， W．L）1

と表わすことができる。

 §3。A∈（0， W言）の座標

 Vの正規直交基をv1， v2，……， Vnとする。

 Vの双対空間をV＊とかき，v1， v2，……， vnの双対基を．v＊1， v＊2，…，

v＊n ﾆする。v＊量はV上の一次関数であるから，それをWp上に制限し

たものをv＊iIWpと表わし，またW言上に制限したものをv＊iiW言

と表わす。

                   
 v＊i 1 Wp，v＊21Wp，……，v＊ni WpはWをgenerateするから，これらの
                  P

うちのあるP個がw餐のbasisとなる。それをv＊illwp， v＊i・lwp，

……
磨魔奄o 1 Wp（1≦i1くi2く……くip≦n）とする。

 （1，2，……，n）に対する（i、，i2，……，i・）の補集合を（j1，j2，……， jn-p）

（1≦j⊥くj2く……くjn-p≦n）とすると，

          
   v＊jklWp＝Σhl〈v＊ie1 Wp（k＝1，2，……， n-P）

         8＝1

とかける。このときWpの一つのbasis uil，ui2，……，uipはv＊i1［Wp，

                             ロ  v＊i21Wp，……， v＊ip 1 W pのdμal basisとしてuil，一vik十Σh£vj8

                             e＝1

（k．一1・2・……・P）．と表わされる2）・

        '． P
 次に，wt＝vjt 一Σhl vie（t＝1，2，……，卑一P）

         1＝1

とおくと w1， w2，……， wm-PはW言のbasisとなり， そのdual

basisはv'k' j・IW言，v＊j・lW言，……，v＊」n-plW言となることを示す・

    け
 w＝ΣαtVtがWエの元であるための必要十分な条件は（w， Ujl・）
           P
   t＝1

・＝ n（k-1，2，……，P）であるQ
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（w，，u、、）一（v、，一
C9、h；v・，sv・・＋国記）

      一h錠一h良

      一〇   （k・・1，2，……，P，t-1・Z・……・n-P）

であるからWt∈W言であることがわかる。

       ロ 次に，W＝ΣαtVt∈W言とすると，
       コユ
   （w， u、1〈）一（，9、α・v・・v・・＋1Σ1晦）

       ＝＝ a・k＋nΣPα・伍叢一・ （k-1，2・一・P）

           ！＝1

故に

そこで

従って任意のw∈Wエはw1， w2，……， w・一pの一次結合で表わされ

る。

一方，W古の次元はn-p

のbasisである。これはVの正規直交基Vl， v2，……， v・と（i1，12，……，

ip）により決る。

 一般にv∈V上のv＊∈V＊の値を〈v，v＊〉で表わす。

〈w，，v…1W言〉一＜v一，曇、h｝v・e・v＊js＞一一 Sl

故に｛w，｝（・一1，2，……，n-P）はv＊j' 1 Wili・ v＊j2 i W・'L・…・

v＊jnptp 1 W古のdual basisであるQ

α・・．． 一” ｰPcr・'hl， （k・一・1， 2，・一…・P）

    ！＝1

   け           

W一Σαjt Vj，＋Σα1SVi・
   t二1     ・s＝＝1

一慰α・・v・・一、ギ茎1α・e hl v・・

              
一，E、αjt（Vi・一、i、 hl v・・）

 n-P ．
＝Σα〕tWt
 t＝1

    P

                  し
       である。よってw・・w・7ir…・w・一・はWS
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 点Aは（0，W言）上にあるから，

  一一一一＞

  OA＝＝xi wi 十 x2 w2 十 x3 w3 十 ・・・… 十 x”HP wn-p

と表わせる。

 こうして，（A，Wp）の点Aに座標（x1， x2，……， xn-P）が定まる。

この座標はVの正規直交基v1， v2，……， vnとWちのbasis v＊ii1Wp，

v＊i2 1 Wp，……， v＊ip l Wpのとりかたに関係する。

そこで瑞2''''” lp（A）一（x1， x2，……， x・一・）とかくことにする．

明らかに！苗∴'●●1P・（0，W：）→R・一・は1対1で・n・・であ

る。

  §4． 6（P，En）の位相

 今，任意の（i1， i2，……， ip）（1≦i1〈i2〈……〈ip≦n）に対して，

v＊il IWp， v＊i2 1 Wp，……， v＊iP 1 Wpが一次独立であるWpの集合を

Ui1三2…．ipで表わす。

 Wp∈uil i2''””iPに対して

         
   v＊jk 1 Wp＝Σ；hl v＊iel Wp（k＝1，2，……， n-P）

        ！＝1

と表わすことが出来るから，Wpに対して係数の行列H 一＝（h5）を対応

させ，φi・i2……ip（Wp）一（h＞）とかくことにする。前の論文2）で示した

ようにφil i2……iP：Uiユi2…'iP→RP（n-P）は1対1でontoである。

 そこで

   Φ・………i・ （A・ W・）一（！葛12'''”b（A）・φ'1'2●''''”p（W・））

と定i嚇することにより 4（p，En）のsubset 71il i2……三P一｛（A， W p）I

A∈（O，Wli），Wp∈Ui・ i2・・・…ip｝からRn一P×Rp（n一P）上への1対1

mappingが定まる。
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 4（P，En）の開集合の基を， R（P＋1）（n『P）の開集合の基の（Φil i・……ip）一1

による像と定義する。

 4（P，En）は可算基をもつ。それは 4（P， En）が7t i， i2●…'ipの

G）個で・・verされて，各勿il i・……i・は可難をもつからである．

 6（P，En）はHausdorff空間である。

 4（P，En）は正則となる。これを示すためにはRn-P・RP（n-P）の閉

じたε一近傍を，それぞれA，Bとするとき，（Φil i2-ip）一1によるAxB

の像が4（P，En）で閉であることを示せばよい・

 簡単のために（i1， i2，……， ip）一（1，2，……， p）としても一般性を失わ

ない。

 （Φ1，2・一一・P）一ユ（A×B）の元の列皿m一（Xm， Wmp）がnこ（X， W P）に

収束するとする。このときH＝（X，Wp）が（Φ12…P）“1（A×B）に属す

ることをいえばよい。

 今II一（X， W p）∈'Zt i・ i・'…ipとする。前の論文2）で示したように

   ¢12“'''”P （Wm p） ＝ （hin'e） ＝＝ Hm

   φil i2……ip（Wp）＝（h》）＝H とおくと

Wmpは
！l iuff1）一： （EH一）（1'：V

であるu碧，u穿，……， u曽をbasisとし，

 Wpは

             ユ
（1）一（Ei-1）；；一 （pq）～

           Vjn-P

であるu1， u2，……， U pをbasisとする。ここに行列（PQ）は行列（EH）



一98一 一般化されたGrassmann Manifoldについて

の列に酬娯；：：：：：：13』ア真1：：：：：：'∴）をほどこして得られるものであ

る。

 Wmp→Wpであるから，適当な正則行列の列｛Tm｝を選んで，

   'li． （EHm） 一〉 （PQ，）

とすることができる。したがって，

   TmbP， Tm HmbQ

 一方：B'は閉ε一近傍であるからHm→Ho∈：BなるHoが存在する。

故）一「P（EHo）一（PQ，）

 （pQ）のrankはPであるから， Pはregularである。 故にHo＝

P iQ∈Bである。

 よ「ってWpは（φ12-P）一1（B）め元である。

 次に

   fevk，．”''”P （xm） ＝一 （xh， x2． ， ・・．・・．， ．n．一p）

   fe3 ”''” p （x） ＝ （．i， ．2，．．．．．．， ．．一．）

とおく。Aは閉ε一近傍であるから（x；n， x霊，……，x鑑P）→（y1， y2，……，

y”一P）∈A，となるようなHmの部分列が存在する。その部分列を更めて

■mとする。

 v＊P＋11 wlip， v＊p＋21w品，・…：■， v＊n 1 wS，Pのdual basisをwm1，

 Wm2，……， Wmp（m＝＝1，2，……）とし，

 v＊P＋11w言，v＊P＋21w言，……， v＊n I w言のdual basisをw1， w2，

 ……，Wpとする。

 行列で表わすと，

（Wmi， wm2， ''''”， w'mri．一p）＝（vb v2， ・・・…， vn） （一EH”r'〉

幅・w2）……・Wn-1）一（vl） v2） ・… ．・） vn）（閉り

である。
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 Xm→Xであるから

        ユ（一X．）（惹）一。∵Q）（1乱）

        m

ゆえに

凸（乳）一。∵q）（Xlx2xn-P）

従って鵡””●●P（X）∈A

従ってrI一（X， Wp）∈（Φ12…P）一1（A×B）

 §5．φ（p，En）の解析的構造

 φ（P，En）は§4で定義した写像Φil i・……ip：7i！ i， i・一・・…三P→R（P＋1）（n-P）

を座標写像とする解析的多様体であることを示そう。そのためには

 （A，W）∈'Uii i2…'ip∩JUSt S2 ・…SPとして

Φil i2……iP．（Φsl s2……sP）一1：R（P＋1）（n-P）→R（P＋1）（n-P）がanalyticで

あることを示せばよい。

 簡単のために（Sl， s2，……，Sp）＝＝（1，2，……，p）としても一般性を失わ

ない。

（1）i2一一”P（A， wp） ＝＝ （xb x2， ・・・…xp， hii）

               （k＝1， 2f・・…， n-p； e＝1， 2，・・・…， p）

，1，il i2 ””・・iP （A， wp） ＝＝ （yl， y2， ・・・…Yp， h'〉）

               （k＝1， 2，・・・…， n-p ；． e一＝1， 2，・・・…， p）

とする。

v＊1 奄vp， v＊21 Wp，……，v＊plW．のdual basisをu1， u2，……， up

v＊i11 wp，v＊i21wp・……・v＊ip l wpのdual basisをul'・u2'・●●…・ul
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とする。

 行列で表わすと

（11／i）＝（g'

・・

Q ：／1：llllllll：1一一i）（li／'．）＝” （E”'（”il）

     r ， IVil
    l一冊）1；一捻

     p            Vjn-p

ここにPはP次の正方行列，Qは（P， n-P）行列で（PQ）は（EH'）

の列に置換（12・一・一 p p十1 一・・一 nii 12 '”'” lp Ji ''”” Jn-p）をほどこして得られるものであ

る。従って，行列P，（2，の要素は行列H'の要素と，単位行列の要素だ

けである。

 一方u1， u2，……， upとul，ul，……，協は同じWpのbasisである

から，ある正則な行列Bが存在して

    B（PQ，）' ＝一 （EH）

 故にBP ・＝E，したがってB＝P-1またIBq＝HであるからPH・＝Q

よって行列Pの第4列を行列Qの第k列でおきかえた行列をRとし，

これらの行列の行列式をそれぞれIPI，IRIで表わせば， Ip｛iF Oであって

   h卜降1

となる。よってh｝〈はh'1（t-1，2，……，n-P；s-1，2，……， P）の解析

関数となる。

次にfez''''”P（A）一（x1， x・，……， x・一・）

    fec，i2''''”iP （A） ．． （yi， y2， ．．．．．．， yn-p） '

であるから？



                               一101-

   v＊P＋11W言， v＊P＋2［Wll［，……， v＊n［W言のdual basisをw1・

W2，”。●●'， Wn-P

   v＊jliW言，v＊」・｝W言，……，v＊・・一・IWSのdu・lb・・i・をwl，

 ノ       ノ
W2，。●●●。●， Wn-P

とおくと，

   X'Wl＋X2W・＋……＋X”hpW・一・フ1Wl＋y2W；＋…●”＋yn“pWA一・

となる。

        
 wt＝vp＋一Σh｝ve （t＝1，2，……， n-p）

       1＝1

wl-v・・一町、h'｝v・・（t＝1・2・'…・n一P）

であるから，行列でかけば

   （W・W・……W・一・）一（V・V・……V・）（一登）

   （嘱……WA一。）＝＝（Vil V・，……V・・Vj1・・…・V・・一・）（一饗「）

             一（V・V・……V・）（§）

ここに（§）は（劉の行につも・て置換艦∴潔燦∵）

をほどこしたものである。

よってぐ聯《礁

 一方w1， w2，……， w・一P；■1，wl，……， wA-pは共にW言のbasisで

あるから

     ぐ翌）一（§）T

となるような（n-p）次の正則行列Tが存在する。

 よって ST＝E  ∴T-S一1
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また RT・・HであるからRS-i ・一H∴R＝一HS

        yl x ／y｝
    （§）でイ登）sで

        yn-p／ xyn-p
であるから

        ／xl x ／yl
    C竪）ご一（一HE）sで

        xn-p／ XynLp
となって

    x｝' x ／yl
    x2 1 fi IY2
     ：  ＝ S ：  が得られる。
     一          1 1    -

    xn-p／ Xyn-p／ ・
 行列Sの要素は行列H'の要素と単位行列の要素だけであるから

x1 C x2，……， xn一Pはyi， y2，……， yn一Pおよびh'1（t-1，2，……，n-P；

s＝1，2，●'・…，p）の解析関数である。

 即ち Φil i2'…iP・（Φsl s2…'sP）一1は解析的である。
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