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ファジィ集合の自然な解釈

下 田 守

序

 「曖昧さ」を扱うファジィ理論は，ザデーによるファジィ集合の提唱

［！5］から始まった．ファジィ集合は，普通の集合の概念を拡張して，集

合への所属度（帰属度）の真理値集合を真と偽の2値から実数の［0，1］

区間全体に拡大したものである．この概念をもとにしたファジィ理論

は，理論・応用ともに多方面にわたって発展してきた．

 ところで，この理論で最も基本的なファジィ集合やファジィ論理の

定義は多様で一通りではない．通常，ファジィ集合は，所属関数すな

わちメンバーシップ関数と同一視されるか，定義は曖昧なままに所属

関数で「特徴づけられる」と説明されることが多い．また，基本的な

演算にもさまざまな定義が提案され，その数学的な意味は必ずしも十

分には明らかでないと見受けられる．

 本稿では，直観主義的集合論の階層モデルにおいて，通常のファジィ

集合を拡張した概念としてファジィ集合とファジィ部分集合を定義し

て，所属関数との対応関係を明らかにした．また，包含関係・和集合・

共通集合などファジィ集合の基本的な関係と演算について，このモデ

ルでは普通の集合と同様に自然な意味をもつことを示した．

 ファジィ理論と直観主義的集合論の関連についてはいくつかの文献

があるが（［2］［3］［12］［14］など），管見の限りでは，本稿のような自然

な解釈は見当たらない．
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1 直観主義的集合論の世界

 ある完備ハイティング代数Hを固定する．完備ハイティング代数の

基本的な性質については既知とする（［11］［14］等）．演算等の記号とし

て，〈，V，〉，〈，→，一，0，1，≦を用いる．0が最小元，1が最大元であ

る．普通の集合（クリスプ集合）全体の類（クラス）をVとする．

 以下，拙稿［10］に従いつつ，Hを真理値集合とする直観主義的集

合論の階層モデルを考え，基本的な性質の概要を示す．このモデルは

［11］［12］とほとんど同じで，［2］［3］［14］と本質的には同じである・対応

する言語として，存在を表す1項述語記号Eを伴う直観主義的集合論

の体系を考える（［10］［11］［12］）．

定義1．1 超限帰納法により，類vHを次のように定義する．

 曜＝φ，   げ＝∪ザ （αが極限順序数のとき），

           がく 
 唱1＝｛U＝〈lul，E2L＞；囮：のIL一→H， Z）U⊆「Vぎτ，

     E・L∈π，囮＠）≦Eze〈Ex（∀x∈D・・）｝・

vH-V曜・
    α∈On

 この定義自体は［11］［12］と全く同様であるが，次の定義では等式と

限定命題の真理値のところが異なる．以下，囮を賜と略記する．

定義1．2 vH上の閉論理式に対する真理値を次のように定義する．

まず，原始論理式の定義は，（同時帰納法を用いて）次の式による．

 IIE2Lll ＝ Eu，

Ilze E vll ＝ V （v（z／） A llu ＝ zill）7

     yET）v
llze ＝ vll ＝ A（zL（x） 一llx E vll） A A（v（y）一 11y E tell） A EzL A Ev．

     xET）u yEDv
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複合論理式の真理値は，次の版式によって帰納的に定義する．

 ilso A ・u）ll ＝＝ ll（，oll A llthll， 11c，o v thll 一 Ilc，oll v lliPII，

 Il（，o 一一〉 i！）11 一 II（，oll 一〉 11th11， II一（pll 一一ll（pll，

11Vxq（x）11 一一 A （Eu 一 Hq（x）ll）， “］xg（x）11 ＝ V （Eu A lig（x）11）・

        uEVH uEVH

補題1．1 論理式g（α1，…，αn）とu1，…，ILn，v1，…，Vn∈vHに対し，

 11 ZLi ＝＝ Vi ll A ' ' ' 11 i・Ln ＝＝ Vn ll A ll （R（iiLi， ' ' ' ） i・Ln）ll E｛1 ll ‘P （Vi ， ' ' ' ， ｛Vn） ll・

定義1．3 u，v∈vHとする．

（1） llze g vll ＝ A （zL （x） 一 lix E vll）・

         xCDu

（2）u⊆v＜＝⇒llu⊆v目＝1．

（3）u～v＜＝＞u⊆vかつv⊆u，

  uNv⇔u～vカ、つEZL＝Ev．

（4）uが外延眠く一〉恥＝酬くu＠）≦u（y）（∀x，y∈っu）．

 u［vのとき，uはVHにおけるvの部分集合であるという．また，

u～vのときuとuは類似であるといい，u fU vのときuとvは同等

であるという．vH上の関係［：は擬順序，～とNは同値関係である．

補題1．2 u，v∈VHとすると，次が成り立つ．

（1） lliL ＝＝ vll ＝ lltL ｛｛II vll A Ilv E iLll A Eu A Ev．

（2） zL ［vo 11cE iL ll sl 11 r E vll （Vc E V”）．

（3） tt．L Rs v o l l zL ＝ v l l ＝ EzL ＝ Ev．

（4）uが外延的⇔2L（x）＝11c∈剛 （∀x∈Z）IL）

  ⇔ある論理式ρ（α）によって，u（x）＝ilg（c）li（Vx∈Du）．
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定義1．4 各x∈Vに対し，あ∈vHを次のように帰納的に定義する．

  1） M一 ｛YlyE x｝， EM 一 1， M （Y） 一1 （vy E x）．

 この対応をVからvHへの標準的な埋め込みと呼ぶ． Vの空集合φ

の埋め込みφ〉＝〈φ，1＞がvHの空集合の役割を果たす．

命題1．1 任意の束縛された式ψ（α1，…，αn）とXl，…，Xn∈Vに対

して，次が成り立つ．

                    ～ρ（Xl，… ，Xn）く＝⇒i19（Xl，

                   一「ρ（Xl，… ，Xn）⇔1ゆ（Xl，

   … ，Xn）ll＝1，

   … ，Xn）ll＝0．

定義1．5 u，v∈vHに対して佃， v｝H，〈u， v＞H，（u×v）H，∪㌔∈vH

を，それぞれ次のように定義する．

（1） 1）｛u， v｝” ＝ ｛u， v｝， E｛2L， v｝” ＝ Eu V Ev，

  ｛IL， v｝H（x） ＝＝ Ex （Vx E ｛zL， v｝）．

（2） 〈Le） v＞H ＝ ｛｛iL 7 iL｝H」 ｛iL 7 v｝H｝H．

（3） Z） （u × v）H＝ ｛〈x， y＞H lx c ［Z］）2L， y E ［Z）v｝， E（・tL × v）H ＝ Eu A Ev，

  （z‘ × v）”（〈x，y＞”） ＝ u（x） A v（y） （Vx E ［Du， Vy E Z）v）．

（4）CZ）（U”ZL）＝Uy∈つuつ〃， E（UH・L）＝E2L，

  （UHze）＠）＝llヨy∈U＠∈y）1【 （∀X∈の（UHの）．

 上で定義された対・順序対・直積集合・和集合は外延的である．以下，

混乱の恐れがないときは，φ〉をφ，｛u，v｝Hを｛u，v｝などと略記する．

命題1．2 任意のx，y，u， v∈vHに対して，次の各式が成り立つ．

（1） li c E ｛zL， v｝”ll ＝ ll c ＝ ull V ilx ＝ 'v li．

（2） 11 〈u， v＞” ＝ 〈x， y＞”jl ＝ ］lzb ＝ xil A llv ＝ ylj・

（3） ll〈z），z／〉” E （u × v）”ll ＝ ll‘z E zell A llz／ E vll・

（4）1icc∈UHu ll＝11ヨy∈君＠∈y）ll．
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定義1．6 u，v∈vHに対して， IL・U v， u∩v， u＼v∈vHを，それぞ

れ次のように定義する．

（1）uuv ＝ U”｛ZL，v｝．すなわち，

  Z）（u U v） ＝ Z）u U CDv， E（zL U v） ＝ Eu V Ev，

  （iL U v）（c） ＝ 11x E zL ］i V l l c E v l］ （Vc E CD）zL u Z）v）．

（2） の（u∩v）＝Z）uUZ）v， E（u∩v）＝Eu〈Ev，

  （u n v） （x） ＝ llx E ull A llx E vll （Vx E ［Z＞zL U Z）v）．

（3） 1）（2iXv）＝ CZ］）2L UCZ）v， E（uXv）＝＝E2i V Ev，

  （uXv） （x） ＝ llx G ull A 7 lix E vll （Vx E ［Du u cZ）v）．

 ここで定義された和集合・共通集合・差集合もすべて外延的である．

厳密にはIL UHvなどとかくが，煩雑なので上のように略記する．

命題1．3 任意のxuvz∈VHに対して，次が成り立つ．
          ） ul） v）

（1） llx E zL Uvll ＝ 11x E zLll V llx E vll．

  uEuUvかつvEIL Uv．

  u［zかつv［zならば，uUv⊂z．
（2） llx G ze nvll ＝ Hx E zL II A llcE v…

  u∩v〔u カ、つ u∩vEv．

  z［uかっzEvならば，z［＝u∩v．

（3） Ilx E 2LXv ll ＝ llx E zL［1 A-llx E vll．

  （u∩v）U（u＼v）～u カ、つ （u∩v）∩（u＼v）～φ．

  z⊆uかつz∩v～φならば，z⊆u＼v．

 この集合演算について，文献［10］［11］［14］などには記載されていな

いが，定義は極めて自然で，命題の証明も容易である．

 vHが直観主義的集合論の公理をみたすことは，［11］とほとんど同

様に証明できる．



一314一 ファジィ集合の自然な解釈

2 Hフアジイ集合

 以下，空でない普通の（クリスプ）集合Xを一つ固定する．

定義2．1

（1）vHの元をHファジィ集合という．．4∈vHに対して，写像
      バ                          
   μ．A＝A：x一一→H；μノ1（コじ）＝Il x∈All （∀x∈x）

 を，集合X上のAの所属関数という．
         （2）vHにおけるXの部分集合を， XのHファジィ部分集合という．

                          すなわち，AがXのHファジィ部分集合⇔A〔x，

 所属関数をメンバーシップ関数とも呼ぶ．XのHファジィ部分集合

をXのHファジィ集合または単にXのファジィ集合という．H＝［0，1］

の場合，XのHファジィ部分集合の所属関数が，通常のX上のファジィ

集合に相当する．

定理1 任意の写像μ：X一→Hに対して，μ＝μ湾をみたすXのfl

ファジィ部分集合Aが存在する．すなわち，適当な．4∈vHにより，
                            バ

   ．4⊆Xかつμ＝μA＝A．

証明． 写像μ：X一→Eに対しA＝π∈vHを次のように定める．

z）A一｛iii；x∈x｝， EA-Vμ＠），廟一μ（x）（∀x∈x）・

            x∈x
                                   

Z）A＝DXだから，明らかにA［x．また，任意のx∈Xに対して，

  μ4（x）一助副一V細く膨一剛
           u∈1）A
     ＝VA（y）〈llあ＝z／ll＝μ（x）・

      y∈X
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定義2．2 μ，v：X一一→Hとする．

（1）μ≦y〈・＝＝〉μ（x）≦u（x） （∀23∈X'）．

（2）写像μVレ，μ〈y，「μ：X一→Hを，次の各式で定義する．

  （LL V Y） （‘V） ＝ LL・ （X） V U（x） （V c E X），

  （μ〈U）（X）＝μ（sc）〈Zノ（X） （∀の∈X'），

  （一 L‘）（C） ＝7LL（X） （VCC E X）．

 これは，通常のファジィ集合における包含関係および集合演算の定

義に相当する．ただし，補集合は直観主義論理の否定に対応するもの

で，直観主義的補集合と呼ばれ，通常のザデーの補集合の定義とは異

なる（［6］［14］）・

定理2 任意のHファジィ集合A，一Bに対して，
                       

   LLA≦μB⇔A∩X⊆B∩X．

証明． A，B∈VHとすると，補題1．2（2）と命題1．3（2）より，

                                               

A∩x⊆B∩x⇔llu∈A∩xll≦11iL∈B∩xll（∀u∈vH）
                                      
  ⇔11・・∈All〈llu∈x11≦llu∈Bll〈11iL∈xH（∀u∈vH）．

任意のu∈vHに対して，

llZL∈Ai［小∈髪ll-V（1］zL E AII A IliL 一 dl II）

           x∈x
   -V（ll 2E∈All〈11・L-IE ll）一V（μA＠）〈11・L-ill ll）・

    x∈X                 x∈X

同様に，

HzL∈Bll〈11・・∈髪ll-V（L・B（c）〈ilu-dl ll）・

           x∈X
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ここで，μA≦μBと仮定すると，任意のu∈vHに対して，

                                  
11・L∈Ail〈llu∈xll-V（μA＠）〈llu-il ll）

          x∈X
   ≦V（μB＠）〈llu-dl ll）一llu∈Bll〈11・L∈髪11・

    x∈X
                   
したがって，A∩x［＝一B∩X．
                 
逆に，A∩XEB∩xとすると，任意のx∈Xに対し，
μA（x）一ll M∈AIHIあ∈All〈il dl∈5t一 ll

   ≦膨∈Bl間あ∈髪IHIあ∈Bll一μB＠）．

したがって，μA≦μB．

定理3 XのHファジィ部分集合A，Bに対し，次が成り立つ．

（1）μ！1≦μB〈＝〉・4⊆B．

（2） μノ1＝＝＝μB ⇔ A～B．

        証明． A，B⊆xとする．
                                             
（1）A⊆Bとすると，命題1．3（2）よりA∩X⊆AかつB⊆B∩X
                                       
となり，関係［は推移的だから，．4∩x［A［B［B∩x．
                                                          逆に，A∩X〔B∩Xとすると，上と同様にA⊆．4∩Xかつ
                               B∩X［Bが成り立つから，A［：．4∩X［B∩X［B．
                          
 以上により， A［．B⇔A∩X［B∩X．

これに定理2を組み合わせればよい．

（2） （1）より，μ湾＝μBく＝⇒・A⊆Bカ、つB⊆A⇔A～B．

 定理1と定理3をまとめると，集合XからHへの写像の全体と，X

のHファジィ部分集合の類似関係による同値類の全体との間に，順序

（包含関係）を保存する1対1対応があることが分かる．すなわち，写

像μ：X一→Hに対して，定理1の証明の中と同様にA＝π∈vHを

定義すると，次の定理が成り立つ．
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定理4
              ム（1）写像μ：X一→Hに対して，π＝μ．

                           ス（2）XのHファジィ部分集合Aに対し，砿～A．すなわち，A～A．

（3）写像μ，y：X一→Hに対して，μ≦〃⇔π⊆シ．

証明． μ，17：x一→H，A∈vHとする．

（1）定理1の証明より明らか．

（2）砺＝Bとすると，μB＝煽だから，定理3（2）より，一B～A．

（3）μ＝、4，il・・＝」Bとすると，定理1よりμ湾＝．4，μB＝Bだから，

 定理3（1）より，μ≦y⇔A⊆B．

定理5 任意のHファジィ集合A，Bに対して，次の各式が成り立つ．

（1）LLAUB＝μ湾〉μB．

（2） μノ1∩B＝μ．4〈μB．

（3）μ・
    『一μん
  X＼A

証明． A，B∈vH， x∈xとする．

（1）命題1．3（1）より，

                                      
 μノ1uB（x）＝ll x∈AUBII＝ll x∈All＞1【x∈BII＝μA（x）〉μB（x）．

（2）命題1．3（2）より，

                                      
 μA∩一B（x）＝ll x∈A∩Bli＝llコじ∈AII〈ll x∈Bll＝μA（x）〈μB（x）．

（3）命題1．3（3）より，

μ．（・） ＝ te dl∈N＼AトI M∈N11〈一［I M∈AII

 x＼A
             ＝＝一，Il x∈All＝「μノ1（x）．

 この定理は，XのHファジィ部分集合だけでなく，一般のHファ

ジィ集合についても，X上の所属関数を与える対応が基本的な集合演

算を保つことを示している．
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結

 前節の諸結果によって，所属関数によって定義される通常の集合X

上のファジィ集合と，直観主義的集合論のモデルvHに埋め込まれた，

集合XのHファジィ部分集合（の同値類）との間に，包含関係および

和集合・共通集合・補集合の演算を保つ自然な対応が存在することが

明らかとなった．

 しかし，補集合については，ファジィ集合において自然に対応する

のはザデーの補集合演算ではなく，直観主義論理の否定に対応する直

観主義的補集合である．このことは，普通の集合の拡張としてファジィ

集合を考える限りでは，ザデーの補集合よりも直観主義的補集合の方

がより自然であることを示している．

 ザデーの補集合演算は，Xから1＝［0，1］への写像μに対して，

π＠）＝1一μ＠）（Vx∈X）で定まる写像πを対応させるものであり，

その定義は1＝［0，1］の代数構造に依存している．この演算は，普通

の和集合と共通集合よりも，代数和・代数積の二演算とともに扱う方

が自然であり，直観主義的集合論にこれらの代数的演算を組み入れた

体系も調べられている（［14］）．

 本稿のHファジィ部分集合の所属関数は，一般の半順序集合しに

対するLファジィ集合（［5］［6］）の特別な場合に当たる．ここでは扱っ

ていないが，上の自然な対応を拡張して，ファジィ関係などについて

も，直観主義的集合論のモデルで同様に自然な解釈が成り立つことが

分かる．本稿のように全体集合を特定せずに一般的なファジィ集合を

定義することは，通常のファジィ集合の概念を拡張する一つの方向を

示すものと考えられる．
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