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ファジィ集合演算の自然な拡張

下 田 守

序

 通常のファジィ文献においては，ファジィ集合は所属関数と同一視

され，ファジィ集合の間の包含関係や集合演算は同じ集合（全体集合

と呼ばれる）の上の所属関数の間の順序関係や演算として定義されて

いる．

 拙稿［7］では，直観主義的集合論の階層モデルvHの元を一般のファ

ジィ集合として，普通の（クリスプ）集合XのvHへの埋め込みの

vHにおける部分集合をX上のファジィ集合と定義した．そして，集

合X上のファジィ集合とX上の所属関数の間に順序（包含）関係お

よび和集合・共通集合・差集合の集合演算を保つ自然な対応が存在す

ることを示した．

 このモデルvHの中では任意の集合の間に包含関係や集合演算が考

えられるから，異なる集合上のファジィ集合の間にも自然に順序や演

算を考えることができる．本稿では，この自然な拡張を所属関数の間

でも定義して，関連する性質について述べる．

 まず初めの2節で［7］の結果について，若干の訂正と追加を加えっ

つ，概要を整理する．次いで第3節では，「写像の制限」の概念を用い

て，定義域が異なる所属関数の間で順序関係や集合演算を定義して，

集合の間の包含関係や集合演算に対応する自然な性質をもっことを示

す．さらに，異なる集合上のファジィ部分集合と所属関数の間でも，

自然な対応が順序と演算を保存することを明らかにする．
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1 vHにおける集合

 H＝〈IHI；〈，v，〈，V，→，「，o，1，≦〉をある完備ハイティング代数，

Vを普通の集合全体のクラスとする．言語は，存在を表す1項述語記

号Eを伴う直観主義的集合論の体系を考える．

定義1．1 Hを真理値集合とする直観主義的集合論の階層モデルvH

は，超限帰納法により次のように定義される．

  曜＝φ，   哩＝u曜 （αが極限順序数のとき），

            P〈a
  唱1；｛U＝〈團，Eu＞；lul：ユ）U一→H，1）U⊆V．H，

       Eu E H， lul（x） S ．1！］uAEz' （Vx E Du）｝．

  vH＝∪げ・
     cyEOn

以下，lulをuと略記する．

定義1．2 vH上の閉論理式に対する真理値を次のように定義する．

まず，原始論理式の真理値を，同時帰納法により次の式で定義する．

  IIEull ＝ Eu， llu E vll＝ V（v（y） A llzL ＝yll），

                   yE CDv
  Iluj ＝一 vll ＝ A（zL（x）．llx E vll） AA（v（y） 一一一〉 Ily E ulD A E'ze A ．E］v．

      ．rE［［）u yE C［）v

また，複合論理式の真理値を，次の各式によって帰納的に定義する．

  llgA thll ＝ 11gll A llzbll， 11g v '〈bll ＝ llgll xxr llzbl［，

  11so ． zbll 一 llgll ． llth11・ 11rgil ＝ 一IlgcplB

  ll∀・g（・i）ll＝〈（Eu→II9（・）ll），11ヨx9（酬；V（Eu〈l19（・）ll）・

       uEVH uEVH
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定義1．3 vH上の関係u⊆v，u～v，Ufsvを次のように定める．

（1）Ilu⊆vll＝／＼（u（x）→Hx∈z，11），

       ぼ のむ

  u⊆v〈＝⇒llu⊆vll＝1．

（2）u～・v⇔u⊆vかつv⊆u，

  uNv ＜＝＝＞ u～vカ〉つEu＝Ev．

定義1．4 各x∈Vに対し，あ∈vHを次のように帰納的に定義する．

  の法＝｛y；y∈x｝，読＝1，M，シト→1．

 この対応をVからvHへの標準的な埋め込みと呼ぶ． Vの空集合φ

の埋め込みφv＝〈φ，1＞がvHにおける空集合となる．すなわち，任

意の'u∈vHに対して，11u∈φ＞Il＝0かつ11q5＞⊆ull＝1が成り立つ．

命題1．1 任意の束縛された論理式g（αi，…，αn）とXl，…，xn∈V

に対して，次が成り立つ．

                 9（Xl，… ，Xn）⇔1190（Xl，

                「9（x1，…，Xn）く⇒ll‘P（Xl，

   … ， irn）ll＝1，

   … ，z'n）ll；＝0．

                         定義1．5 u，v∈vHに対して，｛u，v｝H，〈u，v＞H， u×v∈vHを，そ

れぞれ次のように定義する．

（1）D｛u，v｝H＝｛u，v｝， E｛u，v｝H＝EZL〈Ev，

  ｛u，1v｝H：xトー＞Eu〈Ev．

（2） 〈u，v＞H＝｛｛Ulu｝H，｛u，v｝H｝H．

    け                                      り
（3）の（u×v）＝｛〈x，y＞H；x∈Du， y∈1）v｝， E（u×v）＝Eu〈Ev，

   ド  u×v：〈x，y＞Hト→u（x）〈v（y）．
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補題1．1 x，y，u，v∈vHとする．

（1）llx∈｛u，v｝Hll＝（llx；ullvllx＝vll）〈Elt〈Ev・

（2） II〈u，v＞H＝〈x，y＞Hll＝llu＝xll〈11v＝yli・

        が（3）II〈x，y＞H∈u×vll；［lx∈ull〈l19∈vlL

補題1．2 （［8］命題1．3）

 任意の集合x，y，X，y∈Vに対して，次の各式が成り立つ．

      
（1）｛x，y｝H＝｛x，y｝〉．

      
（2） 〈x，y＞H＝〈x，y＞＞．

    ド   
（3）X×y＝（X×y）〉．

命題1．2 vHは直観主義的集合論のモデルである．すなわち，直観

主義的集合論の任意の公理gに対して，ll輔＝1が成り立つ．

 証明には，上記の空集合や対のほかに和集合・べき集合・無限集合

の構成などが必要である（［10］［11】参照）．

 次に基本的な集合演算である共通集合・和集合・差集合を定義する．

               び      ド定義1．6 u，v∈vHに対して， u∩v，uuv，u＼Hv∈vHを，それ

ぞれ次のように定義する．

    が                       

（1）D（u∩v）＝1）uUDv， E（u∩v）；Eu〈Ev，

   む  u∩v：xト→・Ilx∈uli〈llx∈vll．

    び                      け

（2）D（uUv）＝DuUコ）v， E（uUv）；：EuVEv，

   ヨ  UUV：Xト→llX∈ull＞11X∈vll．

（3）‘D（u＼Hv）＝1）uUl）v， E（u＼H v）＝・Eu＞Ev，

  U＼HV：Z'トー→il¢∈ull〈rllX∈vll．
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補題1．3 u，v，x∈vHとする．

     ガ（1）11zr∈u∩vll＝llx∈z』11〈11x∈vll．

     り（2）llc∈uUvllニllx∈zcllvllx∈vll，

（3）llx∈u，＼H・vll＝11a］∈uil〈rllx∈vll．

命題1．3 u，v，z∈vHとする．

   り             び

（1）u∩v⊆uかつu∩v⊆v．

                け  z〔＝uかっz［vならば，z［u∩v．

    び             ド

（2）u⊆uuvかつv⊆uUv．
              り  u［zかっvEzならば，uUv⊂z．

（3）u＼Hv⊆uかつ（u＼Hv）∩v～φ〉．

  z⊆uかっz∩v～φ〉ならば，z⊆u＼Hu，

補題1．4 任意の集合X，y∈Vに対して，次の各式が成り立つ．

    り   
（1）X∩y～（X∩y）〉．
        

（2）XUY＝（XUY）〉．
          

（3） X＼HYrv（X＼Y）v．

 混乱の恐れがないときは，φ〉をφ，｛u，v｝Hを｛u，v｝，〈u， v＞Hを〈uv＞H

       がまたは〈uv＞， u∩vをu∩vなどと略記する．
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2 同じ集合上のファジィ集合演算

 以下，Xを普通の集合， A，B∈vHとする．集合XからHへの写

像をX上のH値写像と呼ぶ。

定義2．1

（1）vHの元をHファジィ集合という． A∈vHに対して， H値写像

                   μ：X一一・＞H；Xトー＞ll X∈All

 を，集合X上のAの所属関数といい，LLA＝μ責とかく．
         （2）vHにおけるXの部分集合をXのHファジィ部分集合という．

 すなわち，A∈vHに対して，

                      
  AがXのHファジィ部分集合⇔A〔：x．

 所属関数はメンバーシップ関数とも呼ばれる．XのHファジィ部

分集合AをXのHファジィ集合といい，AのX上の所属関数を単

にAの所属関数とも呼ぶ．

命題2．1 （［7］定理1）

 集合X上の任意のH値写像μは，適当なXのHファジィ集合A
                              
のX上の所属関数となる．すなわち，μ：X一＞Hならば，A⊆xか

っμ＝崎をみたすA∈vHが存在する，

定義2．2 μ，u：X→Hに対し，関係μ≦〃を次のように定める：

  pt fi｛ Y O ps（x） f｛ u（x） （Vx E X）．

関係くはX上のH値写像全体の集合における順序関係である．
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定義2．3 μ，〃：X一→Hに対し，μ〈u，μ＞v，μ＼u，「μ：X一→H

を次の各式により定義する．

  ps A v ： x e pa （x） A u（x），

  pa Vv：xト→μ（x）Vy（x），

  pa Xu：■“ト→μ（x）〈一u（x），

  一μ：xト→一μ（z'）．

 XからHへの写像全体の順序集合において，演算〈，〉，＼，「は束の

下限・上限＝・相対補元・補元を与える，したがって，X上のH値写

像全体の集合はHから導入されたハイティング代数の構造をもつ．

定理1 （［7］定理3）

 A，Bを集合XのHファジィ部分集合，μA，μB：X一→HをX
上のA，一Bの所属関数とすると，次が成り立つ．

（1）A⊆Bく＝⇒μム≦μB．

（2） A-B o ptA＝ ptB．

定理2 （［7］定理5）

 A，B∈vHとすると， A，一B，A∩一B，AuB，A＼B，髪＼AのX上の

所属関数について，次の各別が成り立つ．

（1） ptAnB ＝ ptA A ptB・

（2） p・AuB ＝ pt・A V p・B・

（3） ptJAXB ＝ pt・A X ptiB・

（4）μ髪＼A＝一三・

 上の2っの定理により，XのHファジィ集合AとX上のH値写
像μAとの間の対応は，順序（包含関係）と基本的な集合演算を保存

する自然な対応であることが分かる．
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3 ファジィ集合演算の拡張

 以下，X， y， Z， Wを普通の集合， A， B∈vHとする．

命題3．1 XのHファジィ部分集合AとYのHファジィ部分集合

Bに対して，A∩B，．AUB，一A＼Bは，それぞれX∩y，XUY，Xの

Hファジィ部分集合になる．

証明． 補題1．4より，

             
  A∩B⊆X∩YN（X∩Y）v，
            
  AU．B⊆XUY＝（Xuy）v，
  A＼一B⊆A⊆。髪．                    □

定義3．1 X上のH値写像μ：X一→Hに対して，次のように定義

されるy上のH値写像μ「Y：y一＞HをμのYへの制限という．

pary：y一
i6（y' ：ZEY？．X，'．

 Y⊂Xのときは，普通の写像の制限の定義と一致する．

補題3．1 写像μ：X一→Hと集合Y，Zに対して，次が成り立つ．

（1） ，u tX ＝ pe．

（2） （pt p y） f z ＝ ps r（y n z）．

定義3．2 2つのH値写像μ：X一→Hとu：Y一→Hの間の関
係μ≦〃，pa or vを，次のように定義する．

（1）μ≦zノ⇔μ≦Lノ「X・

（2）μcru〈1＝＝⇒・μ＝≦uカ〉つv＝≦μ・
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 関係≦は同値関係orと両立する擬順序関係である． X＝yのと

き，μさuはμ≦〃と，pa ft vはμ＝uと，それぞれ一致する．

補題3．2 μ：X一→H，u：Y一→Hとすると，次が成り立つ．

（1）L・・ ll・・i⇔

（2）μ一一一く一一〉

o；！；i三8（一）   i……妻1＼欝

命題3．2 μ：X一＞H，v：y一＞H， Xuy⊂Zとする．

（1） ，Lt， SI i7 一〈＝＝〉・ LL PZ一く iitZ．

（2） μorlノ ⇔ μ「Z＝zノ「Z．

証明．

（1）定義3．1より，任意のz'∈Zに対して，

（Litrz）（z）一

i8（i' EZ， E S？．Xi

（urz）（z）一

i6‘Z' E：ES？．Y，）．

したがって，補題3．2（1）より，

  ps pz s yrz o （pt pz） （z） iEl｛ （u pz） （z） （vz E z）

        o（           pa（x'） 一く u（x'）                    （x EXAY）

           pa（x） ＝ o                    （x E X' XY）

        o pa su．

（2）（1）より容易に導かれる．

 次に，異なる集合上の一H値写像の間の集合演算を定義する．

o
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定義3．3 H値写像μ：X一→Hとy：Y一÷Hに対し，XuY＝Z
上のH値写像μ〈v，μV〃，μ＼v：Z一→Hを次の旧式で定義する．

  pt Av ＝ （pa tZ） A （u PZ），

  LL V ii ＝ （IL P Z） V （ii t Z），

  Lt X Li ＝ （LL I Z） X （ii r Z）．

 X・＝yのときは，定義2．3と一致する．集合Xとyの対称差を

XθY＝（X＼Y）U（Y＼X）とかく．

補題3．3 μ〈〃， pa Vv，μ＼〃：XUY一＞Hの値は次のようになる．

（1）仰・・→
o1（z）〈”ω

（2） pavu：zo（ i：（ijvu（z）

（3）μ＼レ…

（z EXnY）

（z EXeY）．

（z EXXY）

（z EXnY）

（z EYXX）．

（z EXX Y）

（z EXnY）

（z E YX X）．

証明． μ：X一→H，u：Y一→H，Xuy＝Zとする・

（1）任意のz∈Zに対して，

  （μ〈Zノ）（之）＝（（μ「Z）〈（レ「Z））（Z）＝（μ「Z）（Z）〈（U「Z）（Z）

         pa （z） A u（z）

      ＝ μ（のく。

         O A u（z）

         pa（z） A v（z）

      ＝io

（2）（3）も同様に証明できる．

（z EXnY）

（z EXXY）

（zEYXX）

（z EXnY）

（z E Xe Y）．

o
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命題3．3 H値写像μ：X一→H，〃：Y一→Hと任意の集合Zに

対して，次の各式が成り立つ．

（1） （μ〈Zノ）「Z＝（μ「Z）〈（レ「Z）．

（2） （μVlノ）「27＝（μ「Z）V（u「2「）．

（3） （t．t， x b・） pz ： （1．‘ rz） x （u rz）．

証明．Xuy＝Wとおく．
（1）任意の之∈Zに対して，

（（μ〈叫）＝
o9〈の（の

       ＝（ g（i）Au（z）

       一｛μ（Z'）〈Zノ（ZO）

他方，

               u・（z'） A y（z'）

               pa（z） A O
  （u・ rz）（z） A （u pz）（z・） ＝

               O A u（z）

               OAO

            ＝ （ pto' （i） A u（z）

よって，

  （μ〈の「z；（μ「z）〈（u「z）・

（2）（3）も（！）とまったく同様に証明できる・

（z Ezn w）

（之∈z＼w）

（z EZnXnY）
（z EZn （X eY））

（z EZX W）

（zEznxny）
（z E ZX （X fi Y））．

（z EZAX fi Y）

（z EXXY）

（z EYXX）

（毎xuy）

（z Eznxny）
（z EZX （X AY））．

o
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命題3．4 任意のH値写像μ，y，λについて，次が成り立つ．

（！）μ〈〃≦μかつμ〈u≦y・

  λ：≦μかっλ：≦uならば，λ：≦μ〈u．

（2） μ＝≦μV〃カ〉つzノ＝≦μVlノ・

  μ≦λかっuilλならば，μVμ≦λ．

（3）μ＼v：≦μかつ（μ＼〃）〈〃 2xO・

  λ≦μかっλ〈v 2tOならば，λ≦μ＼u．

 ただし，0は適当な集合上で常に値。をとる定数写像とする．

証明． μ：X一→H，u：Y一→H，λ：Z一→H，XUYuZ＝Wと

する．X＝y＝Zの場合は， X上のH値写像の全体がハイティング

代数となることから容易に証明できる．

 一般の場合は，同じW上のH値写像μ「W，y「W，λ「Wについて

命題が成り立つことから，命題3．2と命題3．3を用いればよい．

 例えば（3）については次のように証明する・まず，命題3・3（3）より・

  （μ＼の「17v一＝（μ1レv）＼（レ「レv）≦（μ「レv）

だから，命題3．2（1）によって，μ＼μ≦μ，

 次に，命題3．3（1）（3）より，

  （（μ＼〃）〈zノ）「レV＝（（μ「レγ）＼（zノ「レ［xT））〈（レ「レレ）＝0

だから，命題3．2（2）によって，（μ＼u）〈yorO．

 さらに，λ：ilμかつλ〈uryOならば，命題3．2と命題3．3（1）

よ．り，

  λ「レV≦μ「レレFカ》つ（λ1レレつく（レ「レレ7）＝（λ〈u）「レレz＝0・

したがって，λ「W≦一（v「W）だから，命題3，3（3）より，

  λ「w≦（μ「w）〈一（u「w）＝（μ「w）＼（u「w）＝・（μ＼の「w・

再び命題3．2（1）によって，λ≦μ＼u・           □
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定理3 A，BをそれぞれX，yのHファジィ集合，崎をAのX上

の所属関数，膳をBのy上の所属関数とすると，次が成り立つ．

（1）A⊆B〈＝〉μ1Σ＝≦μ差．

（2） A～B 〈＝＝＝〉 μ責［tyμ哲．

               
証明．A⊆x， B⊆Y，μ＝爾，〃＝μみとする．

（1）B⊆ねり，・'・¢yならばIIあ∈Bli-ll M∈β1囚1語∈凶＝・．

したがって，

                      
  A⊆Bく＝⇒II■'∈AII≦ll■'∈Bll （∀X∈X）

     ⇔擁嵩ゆ），                （x∈x∩y）

                （ar∈x＼y）

     ⇔μ：≦レ．

（2）（1）から直ちに導かれる．                □

                         補題3．4 任意のA∈vHとX∈Vに対して， B＝A∩Xとする

と，BはXのHファジィ集合で， AとX上の所属関数が一致する．

                         

証明． 明らかにB［：xであり，任意のx∈Xに対して，

  μ蒼（・）＝uM∈Bll＝II i；∈A∩N11-IIあ∈All-Wi（、，）． □

定理4 A，B∈vHで，爾をAのX上の所属関数，膳はBのy
上の所属関数とすると，次が成り立つ．

                

（1）A∩x⊆B∩Y〈⇒μ蓋＝≦μ差．
                

（2）A∩X～B∩Y⇔μ気orμ苔，

証明． 定理3，補題3．4より明らか．             〔］
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定理5 A，BをそれぞれX，YのHファジィ部分集合， AのX上の

所属関数をμA：X一→H，Bのy上の所属関数をμB：y二→H

とする．A∩B，AU B，A＼BのXuy上の所属関数を，それぞれ

幽∩B，μAuB，μA＼B：XUY→Hとすると，次の各式が成り立つ．

（1）μ4∩．B＝μみ〈μB．

（2） μAU」B＝UIA VμB．

（3） μ！1＼B＝μ．4＼μβ・

証明． A⊆髪，B⊆歩だから， z≠Xのとき11 YE AII＝0となり，

        ご¢Yならばllz∈BII＝0となる．以下，（2）と（3）の証明を示す．

（1）は（2）とまったく同様にして証明できる．

（2）任意のz∈XUyに対して，補題3．3（2）より，

                                                 μ．4uB（の．＝llz'∈AUBII＝ll■∈Allvllz'∈Bll

         ＞ ＝（ il II」12Ulv”yEBIi

一｛鰍劇

＝ （P・A V LLB）（Z）．

（z E x' xy）

（2 EXAY）

（z EY× X）

（．t EXXY）

（z EXnY）

（x EYXX）

（3）任意の：一∈Xuyに対して，補題3．3（3）より，

                                                μ．4＼B（Z'）＝II Z∈A＼」BI｝＝ll J∈All〈rllご∈」引1

      一｛ドー蹴

      一｛簿：1 A 一u・B （i） li錨．

      ＝（μA＼μB）（2・）．               □
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結

 本稿では，異なる集合上のファジィ集合の間の演算を，主として定

義域の異なる所属関数の間の演算を通して考えた，

 H値写像は実質的にはHの最小元0以外の値で定まることから，

定義域の異なるH値写像の間で順序関係や演算を定義することが可

能となる．本稿では普通の写像の制限を拡張した「写像の制限」を用

いたが，ほかの方法でも順序や演算を定義することができる．

 例えば，写像の「台」を用いてもよい．H値写像μ：X一→Hに

対し，集合supp（μ）＝｛x∈X；μ（x）＞0｝を，μの台（support）と

いう．H値写像μ：X一→H， y：Y一一→Hに対して，補題3．2より，

μ：≦u＜＝・＞supP（μ）⊆supP（u）かつμ（x）≦u（x）（∀x'∈supP（μ）），

膣・⇔・upP（μ）＝supP（のかつμ（・・）＝v（・'）伽∈・upP（μ））

が成り立つ．さらに，集合Supp（μ）usupp（〃）（またはその部分集合）

を定義域として，μ〈v，μ＞u，μ＼uを定めることができる．

 また，十分大きな集合Uを取り，H値写像をUに拡張したうえで

定義することもできる．すなわち，写像μ：X一＞Hの定義域をU

に拡張して，U＼X上では常に値0を取る写像を，μ：σ一→Hと定

義する（μ＝μ「σとなる）．このσへの拡張写像の問の順序や演算

を用いて定義すればよい．

 いずれの方法も実質的には同等であり，同じ台で値が一致する写像

の間で，0の逆像の範囲によって定義域が異なるに過ぎない．

 通常のファジィ文献では，同じ集合上のファジィ集合（所属関数）

の間の関係や演算だけが扱われ，異なる集合上のファジィ集合の間の

順序や集合演算に触れたものは（管見の限りでは）極めて少ない．僅

かに［5］で異なる集合上のファジィ集合の間の演算が扱われているが，

直積集合への「円柱（円筒的）拡張」を伴う複雑な構成である．

 本稿で示した演算の拡張は，普通の集合演算と共通する自然な性質

をもつ．所属関数の定義域の和集合上で定義するという簡単な構成で

あるから，応用にも適していると考えられる．
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