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位相空間の公理について

下  田 守

0．序

 一般に集合に位相を導入するには種々の方法が考えられる．最近は，開

集合や近傍系を基本概念として位相を導入する場合が多いようであるが，

閉集合，閉包，収束薯の他の基本概念から出発することも可能である．例

えば，開集合を基本概念とする場合，集合の部分集合の族（部分集合の集

合）で，一定の条件（開集合の公理と呼ばれる）をみたすものを開集合族

として，他の諸概念を開集合族から定義して行くのである．どの概念を基

本概念として選んでも全く同等の構造が生ずる．この位相構造が導入され

た集合を位相空間という．本稿では，いくつかの基本概念に関する公理を

紹介し，相互の関係について考察する．特に，外部の公理と導集合の公理

を中心に扱う．さらに，導集合によってT1位相空間の公理を簡単な形で

書けることを示す．

 以下，Xをある（固定された）集合とする． x，．y等はXの要素を表し，

A，B，0， F， U， V， W等はXの部分集合を表すものとする． Xの

べき集合（部分集合全体の集合）をP（X）と書く．O，魯， U（X）等は部分

集合の族，すなわちP（X）の部分集合を表すものとする．Aの（Xに対す

る）補集合をAcで表す．他の諸記号は通例に従って用いる．（多くは文献

［1コに従った．）
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1．公理と関係

まず，いくつかの基本概念に関する公理を列挙する．

（0）開集合の公理

Xの部分集合の族◎⊆P（X）が次の三条件をみたすとき，◎の元をXの

開集合という．

  1） XED， ¢E£）．

  2） o，， o，Eo ＝〉 o，no2Es）．

  3） vZ（iA（O， ES）） ＝1＞ MA O2 EgD．

（F）閉集合の公理

 魯⊆P（X）が次の三条件をみたすとき，魯㊧元をXの閉集合という．

  1） φ∈魯，X∈魯．

  2） F，， F，Erv ＝〉 Fi UF2E＆

  3） ∀λ∈A（F，∈害）⇒ ∩瓦∈魯．
               λ∈ノ1

（U）近傍系の公理

 Xの各点Xに対しU（X）⊆P（X）が対応して，次の四条件をみたすとき，

U（X）を点Xの近傍系と呼び，U（X）の元をXの近傍という．

  1） UEU（x） ＝〉 xEU．

  2） U，， U，EU（x） ＝〉 Ui n U，EU（x）．

  3） UEU（x）， Ug V＝＞VEU（x）．

  4）  乙1∈U（x）⇒ヨW∈U（x）［W⊆U〈∀y∈W（乙1∈U（夕））］．

（1）開核の公理

各部分集合A⊆Xに対し集合Ai⊆Xが対応して，次の四条件をみたす

とき，AiをAの開核（または内部）といい， Aiの元をAの内点という．
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  1） Xi：X．

  2） （AnB）i＝＝AinBi．

  3） AigA．

  4） AigAii．

（A）閉包の公理

 各部分集合Aに対しAa⊆Xが対応して，次の四条件をみたすとき，

AαをAの閉包（または触集合）という．

  1） ¢a．． ¢．

  2） （AUB）a＝AauBa．

  3） AgAa．

  4） AaagAa．

（E）外部の公理

 各A⊆Xに対しAe⊆Xが対応して，次の四条件をみたすとき， Aeを

Aの外部という．

  1） ¢e＝X．

  2） （AUB）e＝AeABe．

  3） AnAe＝¢．

  4） Aece＝Ae．

（D）導集合の公理

 各A⊆Xに対しAd⊆Xが対応して，次の四条件をみたすとき， Adを

Aの導集合といい，Adの元をAの集積点という．

  1） ¢d ，，，， ¢．

  2） （AUB）d＝＝AdUBd．

  3） AddgAuAd．

  4） vxEX（xe｛x｝d）．
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 部分集合の問の包含順序に関して，開集合と閉集合は双対の関係にあり，

開田作用素と閉包作用素も双対の関係にある．外部や導集合等に関しても

双対の関係にある概念を考えてその公理を与えることができるが，詳細は

省略する．

 次に上記の諸概念の相互の関係を考える．以下に示す諸関係によって，

一つの概念から他の諸概念を定義して決定することができる．
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FE＆ O FC EO．

0∈叉）⇔Oc∈魯．

σ∈U（x）⇔ヨ0∈◎（x∈0⊆σ）．

OED O vxEO （OEU（x））．

Ai ＝ U｛O； OES） AOgA｝．

OE£ O Oi＝O．

Aa ＝ A ｛F； FE＆AAgF｝．

FE＆ O Fa＝F．

x∈Ai⇔ヨ乙1∈U（x）（x∈乙1⊆A）．

U（IIU（x） O xE U‘．

Aa＝ Acic

／1』ノ4cαc

Ae ＝ Aei

∠4』ノ1eε

Ae ＝ Aac

Aa＝ノlec

xEAd O xE（A一｛x｝）a．

Aa＝AuAd．
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 例えば，開集合を基本概念とする場合，公理（0）をみたす開集合族O

から出発して，関係（OF）によって閉集合族魯を定義すると，寳は公理

（F）をみたすことが証明される．さらに，この魯に対して，関係（FO）に

よって定められる集合の全体をO'とすると（すなわち，◎'＝｛0；Oc∈魯｝），

£）'は元の開集合族○と完全に一致する．（これは，（OF）と（：FO）が同値で

あることから，直ちに導かれる．）逆に，閉集合族から出発して開集合族を

定義する場合にも，全く同様のことがいえる．よって，開集合の公理（0）

と閉集合の公理（F）は，（関係（0：F）および（FO）を媒介にして）全く同等

のものと考えてよい．同様の事情が他の概念の間でも成り立つことがいえ

る．

 集合に，これらの一つの概念，したがって残りのすべての概念が導入さ

れたとき，この全体の構i造を位相（構造）といい，位相が導入された集合

を位相空間という．実用上は例えば開集合族を位相ということもある．

 以上の中で，開集合，閉集合，近傍系，開核，閉包等の公理及びそれら

の相互の関係については周知の事であるので詳細は省略する．しかし，外

部及び導集合の公理については，最近の文献には記載例が見当らないので，

やや詳しく概説することにする．1）

2．外部の公理

補題1．（IE）⇔（EI）．

 証明） （1：E）の式のAにAcを代入すれば， Ace＝Acci＝Aiとなって，

   （EI）を得る．逆も同様．

命題1．（1），（IE）⇒（：E）．
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  証明） （1）と（IE）を仮定する．すなわち， Xの各部分集合Aに対し

    Ai⊆Xカミ定義きれて（1）をみたし，（IE）によって，・4εが定義され

    ているとする．公理（E）がみたされることを示す．

   （E1）： （11）より， φe＝φci＝Xi＝X．

   （E2）： （12）より，（AUB）e・＝（AUB）ci＝（Ac∩Bc） i＝Aci∩Bei

       ＝AenBe．

   （E3）：（13）より， Ae＝Aci⊆Ac．よって， A∩Ae＝φ．

   （E4）：（13），（14）より，一般に， Aii＝Aiが成り立つ．よって，

       Aece ＝ Acicci ＝ Acii ．． Aci ．． Ae

 命題1において，さらにこのAeから（：EI）によって定義される部分集合

Aceが元の開核Aiと一致することは，補題1より明らかである．

命題2．（E），（EI）⇒（1）．

 証明） 命題1と全く同様．

 外部の公理（E）と閉包の公理（A）との間の関係についても，同様の命題

が成り立つ．よって，公理（1），公理（A），公理（E）は互いに同等である．

3．導集合の公理

補題1．（A）の下で，次の（1），（2）が成り立つ．

 （1） AgB＝＞AagBa．

 （2） Aaa＝Aa．

 証明）

 （1）は（A2）より，（2）は（A3）と（A4）より，直ちに導かれる．

補題2．（A），（AD）⇒（DA）．
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すなわち，（A）の下で，

  Ad＝｛X；X∈（A一一｛X｝）α｝と定義すると， Aα・＝AUAdが成り立つ．

証明）

（i） AUAdgAa：

  x∈AUAdとする． x∈Aならば（A 3）よりx∈A・． x∈Adなら

  ば，（AI））によって， x∈（A一｛x｝）α．そこで補題1の（1）より，

  x∈Aαとなる．

（ii） AagAuAd：

  X∈AαでxeAとする． A一｛X｝＝Aだから， X∈（A一｛X｝）α．

  そこで（AD）より， x∈Ad．

命題1．（A），（AD）⇒（D）．

 証明）（A）と（AD）を仮定する．すなわち，各A⊆Xに対しA・⊆Xが

   定義されて（A）をみたし，（AI））によって， Adが定義されるとす

   る．（D）がみたされることを示す．

   （D・1）：x∈φdと仮定すると，x∈（φ一｛x｝）αとなり，（A 1）より

     （φ一｛x｝）α＝φα＝φだから，矛盾．よって，φd＝φ．

   （1）2）： （A2）より，

     x E （AUB）d

    〈＝〉 x E （（AU B） 一｛x｝）a ＝＝ （（A 一一 ｛x｝） U （B 一一 ｛x｝））a

        ＝ （A一｛x｝）aU （B一｛x｝）a

    ⇔x∈（A一｛x｝）αまたはX∈（B一｛X｝）a

    ⇔x∈AdまたはX∈Bd

    Ox EAdUBd．

    よって，（AUB）d＝AdUBd．

   （1）3）：補題2より，Aα＝AUAd．よって，（1）2）を用いて，

     Aaa＝ （AUAd）a＝＝AuAdu（AUAd）d ：AUAduAdd．

     補題1の（2）より，Aαα＝Aαだから， AUAdUAdd ＝AUAd．
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  したがって，Add⊆AUAd．

（D4）x∈｛x｝dと仮定すると，（A 1）より， x∈（｛x｝一｛x｝）α＝φα

  ＝φとなって，矛盾．よって，X庄｛X｝d．

命題2．（D），（DA）⇒（A）

 証明）（D）と（DA）を仮定する．すなわち，各A⊆Xに対しAd⊆Xが

   定義されて（D）をみたし，Aα＝AUAdとする．このとき，（A）が

   成り立つことを示す．

   （A1）： （D 1）より，φα＝φUφd＝φUφ＝φ．

   （A2）： （D2）より，（AUB）α＝∠4UBU（AUB）d

     ＝AUBU Ad U Bd ＝ （AU Ad） u （Bu Bd） ＝ Aa u Ba．

   （A3）：（DA）より明らかに， A⊆AUAd＝Aα．

   （A4）：（D2）より， Aαα＝AUAdU（AUAd）d＝AUAdUAdd．

     （1）3）より，Add⊆AUAdだから，Aαa＝AUAd＝Aa．よって，

     AaacAa

補題3．（D）の下で，次が成り立つ．

     AC-B ＝〉 AdgBd．

 証明）（D2）より，明らか．

補題4．（D），（1）A）⇒（AD）．

   すなわち，（D）の下で，Aα＝・A UIAdと定義すると，次の関係が成

   り立つ：

     x EAd O x E （A一｛x｝）a．

 証明）

   （i）x∈Adとすると，（D 2）より，

     Ad＝（（A一｛X｝）U｛X｝）d＝（A一｛X｝）dU｛X｝d，よって，（】）4）よ

     りxG｛X｝dだから， x∈（A一｛x｝）d．（A一｛x｝）d⊂（A一｛x｝）α
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  だから，x∈（A一｛x｝）a，

（ii）x∈（A一｛x｝）αとすると，

  （A一｛x｝）α＝（A一｛x｝）U（A一｛x｝）dで，x庄（A一｛x｝）だから，

  x∈（A一｛x｝）α．補題3より，（A一｛x｝）el⊆Adだから， x∈Ad．

 以上によって，公理（A）と公理（D）が全く同等であるごとがわかる．

 導集合の公理と他の公理（近傍等）との関係を考えることもできるが

省略する．

4．T1位相空間

 第1分離公理をみたす位相空間をT1位相空間という．2）第1分離公理

の述べ方はいくつかあるが，閉集合及び導集合を用いるとそれぞれ次の形

になる．

 （T） vxEX（｛x｝E＆）．

 （Ti） vxEX（｛x｝d＝¢）．

明らかに（T）と（T1）は同値である．なぜなら，（D4）よりx（1｛x｝dだから，

｛x｝E＆ O ｛x｝“ ＝＝ ｛x｝ O ｛x｝U｛x｝d＝：｛x｝ O ｛x｝d ＝ ¢．

 T1空間の公理を導集合で表すには（D）と（T1）の計5条件を並べればよ

いが，この中で（D1）と（D4）は不要である．（D2）の下では，補題3

より，（D1）と（D 4）は（Ti）から導き出されるからである．よって， T1

空間の公理は次の三条件で表すことができる．

（R）

  1） vxEX（｛x｝d＝¢）．

  2） （AUB）d＝＝AdUBd．

  3） AddgAUAd．
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 実は上の条件3）はより簡単な形Add⊆Adで置き換えることができる．

まず，一般の位相空間で次の補題が成り立つ．

           り補題1．Aが閉集合⇔Ad⊆A．

 証明）Aが閉集合⇔Aα・＝A⇔AUAd＝A⇔Ad⊆A．

命題1．T1空間において， Adは閉集合．3）

 証明）（R）の下で，Add⊆Adを示せばよい．

   x∈Addとする．

   A＝（A一｛x｝）U｛x｝だから，（R1），（R 2）より，

   Ad＝（A一｛x｝）dU｛x｝σ＝（A一｛x｝）d．

   （R3）より，

   Add ・．（A一｛x｝）dd⊆（A一｛x｝）u（A一｛x｝）d．

   x庄A一｛x｝ だから x∈（A一一一｛x｝）d＝・4d．

   よって，Aad⊆Ad．

 したがって，T1空間の公理は次の三条件で表すことができる．

 （K）

  1） ∀x∈X（｛x｝d＝φ）．

  2） （AUB）d＝AdUBd．

  3） Add⊆Ad．

 明らかに（K3）ならば（R 3）だから，公理（R）と公理（：K）は同値である．

したがって，導集合によるT、空間の公理としては，公理（K）を採用すれ

ばよい．



一77一

1）

2）

3）

          註

導集合の公理は（少し違った形で）［3］，［6］等に記載がある．

第1分離公理をFrbchetの公理ともいう．T1位相空間をKuratowski空間

ともいう．

 ［2］，例題16．1（p．128）．

［1］

［2］

［3］

［4］

［5］

［6］
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